Capitolo 1. Vettori geometrici e momenti

1.1. Prodotto scalare.Assegnati i vettori geometrici ¥ e w definiamo prodotto scalare di ¥
per w, lo scalare

1.1) v-wW=vwcosb

essendof1’angolo convesso fra i due vettori. Il prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:

1.2) Vw=w-v proprieta commutativa
Uy +Uy) U3 =0y VU3 +0,0
1.3) (01 +02) " s 12T proprieta distributiva
’ della somma rispetto al prodotto

1_7)1'(1_7)24‘1_7)3):1_7)1'1_7)2‘|‘1_7)1'1_7)3

s proprieta distributiva
1.4) A@W-w) = () -w =7+ (AW) del prodottoper uno scalare

<
Il
<
{1}

prodotto scalare

1.5) v-v=0 e
modulo di un vettore
V=09 =0
1.6) vw=0sSv1lw ortogonalita
v=v-¢€ . .
x— L componenti lungo gli assi di
L.7) vy =V e o
oL riferimento
v, =V"€3
v, =V-7
1.8) componente lungo la retta r

con 7 il versore della retta r

v =7
1.9) vettore proiezione lungo la retta r
con 7 il versore della retta r




',})T[ = (1_7) b ﬁl)ﬁl + (13 - ﬁz)l—iz
1.10) vettore proiezione sul pianot
con (1, 1u,) una base ortonormale
dim
prodotto scalare
1.11) VW = vy + Wy, + vw, come somma del prodotto delle
componenti
1.12) v -w| < vw diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
1.13) [+wW|l<v+w diseguaglianza triangolare
1.14) [P+ W2=v2+w?+20-w teorema di Carnot
S 12 2 2
1.15) v+ Wl_) =vitw teorema di Pitagora
vilw

1.16) v-w==(|p+w|?—v?—-w?) prima identita di Polarizzazione

- — 1 - — - — . LN . . .
1.17) VW= 7 (¥ +w|? = |7 —W|?) seconda identita di Polarizzazione

2 413 _ w2
1.18) [0+ wl"+[7 _ Vgévz +w?) uguaglianza del parallelogramma
1.19) area? = EZ E, M_/, area del parallelogramma
VW Wrw

1.2. Prodotto vettoriale.i e w definiamo prodotto vettoriale di ¥ per W, e lo indichiamo

¥ X w, il vettore tale che

1.20) |[vxw
1.21) vxwl
1.22) ¥,w,v X

€ una terna destra

con 6 angolo convesso fra U e W
con 7t piano individuato dai due vettori ¥ e W

1.23)

proprieta anti-
commutativa




Uy X (Up + U3) = Uy X Uy + U1 X Ug proprieta distributiva
1.24) rispetto
(U1 + V) X U3 = Uy X Uy + Uy X Usg alla somma
proprieta distributiva
- > - - > S rispetto
1.25 v X (Avy) = (Av) X v, = A(v; XV
) 1 X (A7) = (A0,) X 7, (U1 x v2) al prodotto per uno
scalare
Uy X (U, X U3) = (Vg - U3)Vp — (Vg - Up)V .
1.26) 1 X (Vg X 03) = (V- V)V — (U1 - V)V prodotto vettoriale
) - - - - - - - - - trlploj
(V) X Up) X U3 = (U V3)V, — (V" V3)Vy
o - area del
1.27) area = |v X W|
parallelogramma
A prodotto vettoriale
1.28) UXW=det| v, v, 7V, come determinante di
Wy Wy W, matrice
prodotto vettoriale di
versori
I 5 I di una terna destra®
61X62:e3 €2X€1=—e3
1.29 €1 X8é;=—6, €3%Xeé =¢é > >
ezxe3= 1 e3er=_el
€

1.3. Prodotto misto.Assegnati tre vettori ¥;, ¥,, ¥3 definisco prodotto misto del primo per il
secondo per il terzo, lo scalare

1.30) 1_7)1 - (1._7)2 X 1._7)3)

Il prodotto misto gode delle seguenti proprieta:

PN . 3
proprieta commutativa

131) 131'1_7)2X133=§3'51X§2=§2'§3X§1

Da un punto di vista mnemonico si ricordi che nel primo prodotto scalare sono presenti il primo e il terzo vettore, nel

secondo, che va preceduto da segno meno, sono presenti il vettore fuori parentesi e quello a esso piul vicino.
? 11 diagramma indicato permette di ottenere il risultato del prodotto: se si va dal primo termine al secondo nel verso delle

frecce, allora il prodotto ¢ positivo, altrimenti ¢ negativo.
3 Facendo ‘scorrere circolarmente’ i tre vettori, il risultato non cambia.
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volume del
parallelepipedo

1.32) volume = |V, - U, X Uy -
avente come spigoli
i vettori ¥y, V,, Vs

1.33) Uy, Uy, U3 complanari & v, - Uy X U3 = 0 complanarita

("31"‘1_7)2)'133)(1_7)4=U1'§3X§4+§2'§3X§4

proprieta distributiva

1.34 Uy (U + U3) XUy =Dy Uy XUy + Uy - Vg X )
) 17 (U F D3) X Uy =02 U XUy + 0y~ Uy X Ty rispetto alla somma

1_51'1_7)2X(1_7>3+134)=U1'132X133+131'132X134_

Vix Viy Viz prodotto misto
1.35) Uy " Uy X U3 = det| Vax V2y Vz2z come determinante di
Uszx V3y Vsg matrice

1.4. Equazione con prodotto scalare.Assegnato il vettore d e lo scalare k le soluzioni
dell’equazione vettoriale

1.36) d-x

k

sono tutti e soli 1 vettori
- k =1
1.37) x=—=a+v
a

dove U™ & un qualunque vettore ortogonale al vettore d. Che i vettori 1.37siano soluzioni della 1.37¢
di immediata constatazione. Per provare che non vi siano altre soluzioni diciamo che ¥ sia una
soluzione della 1.36. Allora se lo decomponiamo nella somma di un vettore parallelo ad d e di un
vettore ortogonale ad d abbiamo

k k
—2&=>17=—2&+13"
a

Q=

a-v=keoa W'+ =k av=k=>1v*=—=79%=

Q

E dunque ¥ & uno dei vettori 1.37. Si intende che v% & una quantita algebrica in quanto rappresenta
la proiezione di ¥ sulla retta orientata da d.

1.5. Equazione con prodotto vettoriale.Assegnati i vettori d,b, con d L b, le
soluzioni della equazione vettoriale

138) dax%=Dh
sono date da tutti e soli 1 vettori

axb

139) D_C) = —?-F'!_?)a



dove ¥% & un qualunque vettore parallelo ad da. Che i vettori 1.39soddisfino ’equazione 1.38¢ di
immediata verifica (attenzione al prodotto vettoriale triplo). Resta da provare che non vi siano altre
soluzioni oltre le 1.39.Allora diciamo che ¥ sia una soluzione della 1.38 e moltiplichiamo
vettorialmente (a sinistra) entrambi i membri dell’equazione per d@. Scomponendo poi ¥ nella somma
di un vettore parallelo ad d e di uno a esso ortogonale si ha

) i—(@- AP "=dxb <

—/

Q
X
VoY
Q
X
N\
N

Q
+
U

3

—/
—
Il
Q
X
Sl
Q
X
N\
Q
X

dxbe (33"
X

Sl

- a
S —(@-av"=adxbeo vt =—

a2

E dunque appunto

e ¥ & uno dei vettori contemplati nella 1.39.

1.6. Proprietﬁ delle funzioni vettoriali.Data le funzioni vettorialiv = ¥(t)e w =
w(t), e lo scalare a = a(t) si hanno le seguenti proprieta:

o 5 5 derivata del prodotto
1.40) D(av) = D(a)v + aD (V) per uno scalare
1.41) D (%) = D(v)versor ¥ + vD(versor v) corollario
O U S — derivata del prodotto
1.42) Dvxw)=DW)xw+vXxDW) vettoriale
o, derivata del prodotto
1.43) Dw-w)=DW)-w+v-DW) scalare
1.44) D@+ w)=D®)+DW) derivata della somma
3 prima proprieta
1.45) v = costante & — 1 ¥, Vt delle applicazioni
dt vettoriali
1.46) M 1D, Vvt corollario
dt
- seconda proprieta
R dv L
1.47) versor ¥ = costante & — || ¥, Vt delle applicazioni
dt vettoriali

1.7. Campo circolare. Una qualunque funzione vettoriale del tipo
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1.48) v(P) =dxOP

prende il nome di campo circolare. L asse passante per il puntoQ e parallelo al vettore d ¢ il suo asse

centrale.
asse centrale {\
i -3 ;
V(P)= ax OP = - E/
1 1 - 1 " / ] &

| TP)-T@)

/"_'_/

> > > 7T >
wP)=b+ &xoP= D+ a:
55 —_

@ A ¢

Le caratteristiche salienti di questo campo vettoriale, immediatamente deducibili dalla 1.48 e
schematizzate in figura, sono che

e comunque si scelgaP risulta semprev(P) L d;

e comunque si scelga P risulta sempre che ¥(P) & tangente alla circonferenza ortogonale ad d e
avente centro sull’asse centrale, inoltre ¥(P) indicherd, dal punto di vista di d, il senso antiorario di
rotazione;

ese P e Q sono due punti equidistanti dall’asse centrale, allora i due vettori ¥(P), v(Q) hanno lo
stesso modulo;

¢ il campo puo essere anche scritto come

1.49) B(P) =B(Q)+d x QP

essendo Q un punto generico dello spazio;
¢ anche il campo vettoriale

1.50) #(P)=b+dxOP con bld

¢ un campo circolare: rispetto al campo 1.48 presentera un asse centrale traslato lungo la retta che

passaper Oede La b. Per trovare I’asse centrale si imposta (vedi paragrafo 1.5) I’equazione con
prodotto vettoriale

—

151) 3(C)=b+dx0C=0

la quale, in accordo con la 1.39, individua la retta



HX—B - &’XE -
2 + p% = — + v
a a

152) OC = —

essendo ¥ il generico vettore parallelo ad d.

1.8. Campo elicoidale. Un qualunque campo vettoriale del tipo

—

1.53) #(P)=b+dxOP
prende il nome di campo elicoidale.

—’U}(P):b wi-CT,’X O?: E°”+(LW.+ a—,},ngz): _‘:%- "
) ~—— ‘
!'—UW(. CQ’Y?TJZQQLW— Ca/hmdoa Q{,EC‘&FC{]LQ_

L)\Jb

Si osserva allora che

® un campo circolare ¢ un particolare campo elicoidale;
e quando il vettoreb non & L add il campo elicoidale non & un campo circolare ma si puo scrivere
come

1.54) #(P) =b%*+b™ +d x OP

cioé come la somma del campo circolareb™ + d X OPe del vettore b® || d;
¢ |’asse centrale del campo elicoidale si trova imponendo

1.55) #(P) =b*+Db™ +d x OP = b

ovvero cercando I’asse centrale del campo circolareb™ + d X OP, per cui si trova




essendo U? il generico vettore parallelo ad d.

1.9. Momento polare. Definisco momento polare del vettore w , applicato in P,rispetto al
punto A il vettore

1.57) m(A) = AP xw = w x PA
Da un punto di vista mnemonico & utile ricordare che il momento cosi definito ‘vede” W ‘indicare’

una rotazione antioraria intorno al punto A. Confrontando la 1.57con la 1.48si riconosce che al

variare di A il momento descrive un campo circolare di vettore W e asse centrale passante per P
(vedi figura).

[ury
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\
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\
\
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|
|
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1
1

PP _ - - - - -

m(A;)

Supponiamo ora di avere i vettori W; applicati nei punti P; per i = 1,2,...,n. Allora definisco
momentototale dei suddetti vettori rispetto al polo A il vettore

1.58) M(A) = X1, (AR x W;) = T, (W, x RA)

Dimostro ora che il momento totale &€ un campo elicoidale:

n

Wica) = ) (% (BB + BA)) =i(W£><ITB)+i(W5xm’) _
=1 i=1

i=1 i

=M’(3)+(ng>xﬁ

i=1

Confrontando con la definizione 1.10riconosciamo un campo elicoidale in generale non circolare.

1.10. Momento assiale. Definisco momento assiale del vettore del vettore W , applicato in
P rispetto la retta orientata r lo scalare

1.59) m, = m(4) -+



dove A ¢ un qualunque punto della retta . La definizione ¢ ben posta poiché il valore di tale scalare
non varia allo scorrere di A su r. Infatti siano A;, A, due punti di r, allora si ha

m(Al)'f:_)XPAl'f':V_)VX(PAz‘l'AzAl)"F:WXPAZ 7"\‘+V_)VXA2Al'f':
:V_)VXPAz'f"l'WXAzAl"F:WXPAZ'7"\‘+A2A1Xf'W:V_)VxPA2'7"\‘:771)(142) 'f:

dove si sono applicate le proprieta del prodotto misto. Considerando poi la figura si ricava una regola
pratica per il calcolo del momento assiale: il modulo & pari alla distanza d della retta di azione di w
dall’asse r moltiplicato per il modulo del vettore W™ (m & ortogonale all’asse r); il segno del
momento assiale & positivo se W™ indica una rotazione antioraria rispetto al versore 7, negativo
altrimenti.

>

Supponiamo ora di avere i vettori w; applicati nei punti P; per i = 1,2,...,n. Allora definisco
momentoassialetotale dei suddetti vettori rispetto alla retta orientata r lo scalare

1.60) M, = ¥ (;(4) - #) = (T, My(A)) - F = M(A) - #

E’ immediato verificare che anche il momento polare totale non varia allo scorrere del punto A sulla
retta r.

1.11. Coppia. E’ una sollecitazione costituita da due vettori applicati i quali abbiano

e stessa direzione
®  verso opposto
e stesso modulo



Si chiama braccio della coppia la distanza fra le rette di applicazione dei due vettori. Si chiama
intensita della coppia il modulo di ciascuno dei due vettori.

1.12. Momento della coppia. Data la coppia di vettori W, W, applicati in Py, P,
rispettivamente, definiamo momento della coppia il vettore

1.61) M =m,(A) + m,(A) = AP, X W, + AP, X W,
dove A ¢ un qualunque punto dello spazio. La definizione ¢ ben posta poiché il valore del momento
della coppia non varia al variare della posizione di A. Infatti siano 4, A due punti dello spazio, allora

si ha

M =, (4) + M, (A) = AP, X W, + AP, X W, =
=AAXW1+AP1XW1+AAXW2+AP2XW2=AP1XW1+AP2XW2

dove ho considerato che, in accordo con la definizione di coppia, deve essere W; = —Ww,. Sempre in
base a questa relazione la 1.61puo scriversi in modo equivalente

1.62) M = P,P, X W, = P, P, X W,

come € immediato verificare.
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Capitolo 2. Spostamenti

2.1. COl’pO I’igidO.Entro certi limiti di sollecitazione ogni materiale pud presentare poche o
nulle deformazioni. Per descrivere il moto di corpi che presentino deformazioni trascurabili si
introduce il modello ideale di corpo rigido, definito come segue.

DEF 2.1.CORPO RIGIDO. E quel corpo in cui comunque si scelgono due punti, la distanza fra di
essi non varia nel tempo.

E utile provare una definizione equivalente di corpo rigido, che usero per determinare il numero di
parametri scalari indipendenti necessari per definire la posizione nello spazio di un corpo rigido.

TEO 2.1. CORPO RIGIDO. Un corpo in cui

1) tre suoi punti non allineati A,B,C non mutano le distanze reciproche
2) comunque si prende un altro suo punto le sue distanze dai punti A,B,C non mutano

¢ un corpo rigido. Viceversa un corpo rigido soddisfa le condizioni /,2.

DIMOSTRAZIONE. Evidentemente se un corpo ¢ rigido secondo la DEF 2.1allora in particolare
sono invariabili le distanze di cui ai punti /,2. Dimostriamo il viceversa, ovvero che se valgono le
ipotesi /,2 allora comunque si prendono due punti D, E che soddisfino I’ipotesi 2,la loro distanza
reciproca ¢ invariabile. Si consideri a tale scopo la figura in cui abbiamo il sistema di riferimento
cartesiano ortogonale O;x,y,z di base ortonormale (é; €, é3) e il sistema di riferimento cartesiano
non necessariamente ortogonale A;¢&,m,¢ di  base non necessariamente ortonormale

(AB AC 4B x A0)-

Z

N ——
T

Y

4y

Siano (¢p,np, {p) le coordinate di D rispetto A, &,7, ¢. Allora si ha
E = SDE + T]DR: + (D(fl_B) XR)

D’altra parte
AB = AB,é, + ABé, + AB,é,
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AC = ACéy + AC, 8, + AC,64
E X R = gxél + gyél + gZél

dove abbiamo adottato la notazione

£, = AB,AC, — AB,AC,
=48 x AC <> { &, = AB,AC, — AB,AC,
£, = ABAC, — AB,AC,

Dunque

AD =&, (AB,é, + AByé, + AB,&5) + np(AC 8, + AC,é; + AC,85) + {p(e,6) + £,81 + £,8,) =
= (ABx‘ED + AanD + Ex(D)él + (ABy‘ED + ACynD + EZ(D)él + (ABsz + ACan + Ez(D)él

Considerando poi che
AD = AD,é, + AD,é, + AD,é,
e confrontando, si hanno le tre equazioni
ABfo + AanD + &,{p = AD,
ABny + ACyT’D + EZ(D = ADy
AB,¢p + AC,np + €,8p = AD,
che in forma matriciale si scrivono

2.1) (4B, ACy, &, ||np|=|AD,

AB, AC, &, (§D> AD,
AB, AC, ¢€,/) \{p AD,

In modo del tutto analogo, considerando i vettori

BD = BA+AD = —AB + AD = (§, — 1)AB + npAC + {,(AB x AC)
CD = CA+AD = —AC + AD = §,AB + (np — 1)AC + {,(AB x AC)

si ottengono rispettivamente le equazioni

2.2) AB, AC, ¢, Mp
AB, AC, ]\ ¢ BD,

AB, AC, &, ( &p ) CD,

AB, AC, &, (SD—1> BD,

23) ABy ACy gy Np — 1 CD
ABZ ACZ gz ZD CDZ

Dalla 2.1 si deduce I’equazione
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AB, AC, e, » & ||mo | = (@D 4D, AD,)| AD,

AB, AC, & (fD) AB, AC, &, (ED> AD,
AB, AC, ¢, AB, AC, e, AD,

che si scrive

¢p mp Gp)|ABy AC, ¢ ABy, ACy & |(np

ABx ACx Ex ABx ACX €x fD
< ) = AD?
AB, AC, &, AB, AC, ¢&,] \{p

la quale, moltiplicando le due matrici trasposte, si scrive

AB? AB-AC 0\ /b o
Go mo )| AC-AB  A4c: o (nD)=AD2<=>
0 0 €2/ \p
¢p
(607 + 1y 7C 7B 975 - AC + np AT zDSZ)(nD)=A—DZ=»
{p

e in definitiva
24) EDZEZ +2€DT’DR'E+T’D2R2 +(D2€2 :EZ
Analogamente le 2.2 e 2.3 porgono

2.5) (& — 1)?AB? + 2(&, — D)pAC - AB + 1p?AC? + {°e? = BD?
2.6) &,2AB2 + 28, (np — 1)AC - AB + (np — 1)?AC? + {p%e? = CD?

Mettendo a sistema le 2.4, 2.5 e 2.6 abbiamo
fDZEZ + sznDﬁ . 14—B> + nDZRZ + (DZEZ = EZ

£ AB? + 28pnpAC - AB + np?AC? + {p°e? + AB? — 2§, AB? — 21, AC - AB = BD?
&p2AB2 + 28pnpAC - AB + 1p*AC? + {p%e? — 28,AC - AB + AC? — 2n,AC? = CD?

OVVETro

fDZEZ + sznDﬁ . 14—B> + nDZRZ + (DZEZ = EZ
AD? + AB? — 2¢,AB° — 20, AC - A = BD?
AD? — 2¢,4C - AB + AC? — 2, AC? = TD?

Considerando poi, in virtu del teorema del coseno, che

= AC - AB =

{_ AC - AB = ACABcost_ — —— AC?+ AB? — BC?
BC? = AC? + AB? — 2ACABcosb >
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e inoltre che

S I S AC - 4B\
e = |AB x AC| = ABACsin = ABAC\/1— (cos6)? = ABAC |1 - (~——=—

o AC? + AB2 — BC?\*
= ABAC |1 —

2ABAC

abbiamo il sistema

( _ - _ _ _ o T2 TR2_RA2y 2 -
FDZABZ + &pnp(AC? + AB? — BC?) + 1p?AC? + {,*AB*AC> (1 - (=) ) = 4AD?
2.7 - _ I S
) AD? + AB? — 2&,AB? — n,(AC? + AB? — BC?) = BD?
l AD? — £, (AC? + AB? — BC?) + AC? — 2npAC? = CD?

Dalla seconda equazione si ha

AD?+AB%*-BD?-np(AC?+AB*-BC?)
2AB?

che sostituita nella terza porge

—AB?AD2+2AB%CD2?+AD?AC?-AD?BC2+AB*—AB?BC*-BD?AC?-BD?AB?+BD?BC%—AB%AC*?
AC*+AB*+BC*-2AC?AB?-2AC?BC?-2AB?BC?

29) 1p =

Sostituendo la 2.9 nella 2.8 si ricava poi &p; sostituendo &y, 1p nella prima delle 2.7 si ricava in fine
{p. In questo modo si trovano le coordinate di D rispetto A4, &, 7, ¢ in funzione esclusivamente delle

altro punto E rispetto 4, &, 7, ¢ in funzione delle distanze fisse AB, BC,AC, AE, BE, CE. In definitiva
la distanza

DE = (&p — €)% + (np — )2 + ({p — {&)?
¢ funzione solo delle distanze AB,BC,AC,AD,BD,CD, AE,BE,CE le quali sono fisse per ipotesi;
dunque ¢ anch’essa una distanza fissa. E data la genericita dei punti D, E si ha che il corpo ¢ rigido,
secondo la DEF 2.1m

2.2. Posizione.Le coordinate di un punto rispetto a un sistema di riferimento si dicono definirne
la posizione, rispetto a quel sistema di riferimento.

DEF 2.2. POSIZIONE.La posizione di un corpo rigido ¢ I’insieme delle posizioni di ogni suo
punto.

In genere il termine configurazione, che esprime un concetto analogo a quello di posizione, lo si
riserva a corpi deformabili: corpi elastici e fluidi.

Dato un corpo rigido e un sistema di riferimento, i parametri scalari indipendenti necessari e
sufficienti a definirne la posizione, rispetto al sistema di riferimento stesso, sono detti gradi di
liberta.
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DEF 2.3.GRADI DI LIBERTA’.Sono i parametri scalari indipendenti necessari e sufficienti a
definire la posizione di un corpo rigido rispetto a un sistema di riferimento.

Evidentemente per un corpo costituito da un solo punto i gradi di liberta sono tre, sono sei per un
corpo costituito da due punti svincolati fra loro; in generale un corpo costituito da N punti non
vincolati reciprocamente avra 3N gradi di liberta. Quanti sono 1 gradi di liberta di un corpo rigido?

TEO 2.2. GRADI DI LIBERTA’. Un corpo rigido presenta sei gradi di liberta.

DIMOSTRAZIONE.Si assume come definizione di corpo rigido quella introdotta nel TEO 2.1.
Consideriamo un corpo rigido costituito da N elementi. Allora vincolandone 3 a non variare le
proprie distanze reciproche ottengo 3 equazioni scalari; imponendo poi che ciascuno dei restanti
N — 3 elementi non vari la propria distanza dai primi tre ottengo altre 3 equazioni scalari per
ciascuno, ovvero 3(N — 3) ulteriori equazioni. Quindi, poichéNelementi non vincolati avrebbero 3N
gradi di liberta nello spazio, il numero di gradi di liberta del nostro corpo rigido ¢

g=3N—-(3+3(N-3))=3N-(3-3N-9)=6
E la tesi ¢ dimostratam
Per dimostrare questo stesso risultato si sarebbe tentati di attenersi alla DEF 2.1 e dunque di

calcolare 1 gradi di vincolo come pari al numero di combinazioni di classe due, non ordinate, di N
elementi dati. In questo modo si otterrebbe pero la formula

N N(N - 1(N-2)! N(N-1) 7N —N?
2(N—2)!_3N_ 2(N — 2)! =N

g =3N —

che da il risultato corretto solo per N < 4 (per N = 5 fornisce ad esempio il risultato g = 5). Questo
risultato difforme al momento non lo so giustificare.

2.3. Moto rigido.ﬂ moto di un punto nello spazio ¢ quella funzione che associa a ogni istante
la sua posizione.

DEF 2.4. MOTO RIGIDO. Il moto di un corpo rigido ¢ quella funzione che associa a ogni istante la
posizione del corpo rigido stesso, ovvero (per la DEF 2.2) la posizione di ciascuno dei suoi punti.

Il moto rigido si puo anche pensare come il moto di un sistema di riferimento solidale al corpo
rigido, rispetto a un sistema di riferimento fisso. Se, con riferimento alla figura, consideriamo fisso il
sistema di riferimento RC(0; x,y,z) di versori &, é,, €5, e consideriamo solidale al corpo rigido il
sistema di riferimento RT'(0; &,7,{) di versori &, €,, &, allora il moto del corpo rigido, rispetto RC,
risulta descritto dal sistema di 4 equazioni vettoriali seguente

00 = 0Q(t)
& = &.(8)
& = &(t)
& = &(t)

ovvero dal sistema di 12 equazioni scalari seguente
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09, = 0Q,.(t)

09, = 0Q,(t)
09, = 00,(t)
E1x = glx(t)

€1y = €15(t)

1z = ‘glz(t)
210) < E2x = 82x(t)
€2y = 82y(t)
€27 = &,(8)
E3x = E3x(1)
€3y = 83y(t)
€3, = €3,(t)

dove si intende che le coordinate dei vettori sono tutte valutate rispetto RC. Si osserva che la
condizione che la terna &;, €,, €; sia ortogonale si traduce nelle 3 equazioni scalari

&6 =0 E1x€ax T E1yE2y + €126, = 0
211) éz ' ég =0 > { EaxE3x T+ E2yE€3y + €383, = 0
176 =0 E1xE3x T E1yE3y + €163, =0
/ x
é‘3 /
A R
Q &
n
Z
5
oQ £
> él
0] y e,

€

mentre la condizione di normalita (ovvero di lunghezza unitaria dei tre vettori &, &, £3) si traduce
nelle tre equazioni scalari
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él.él = 1 £1x2+81y2+£122 = 1
2.12) {& & =1 g’ +et+e, =1
€3 &3 1 €3x2 + 833’2 + 8322 =1
Dunque il moto di un corpo rigido ¢ descritto, in base al sistema 2.10, da 12 parametri, i quali sono

pero vincolati dalle 6 equazioni 2.11, 2.12. In conclusione si ritrova la tesi del TEO 2.2 secondo il
quale la posizione di un corpo rigido ¢ definita da 6 parametri scalari indipendenti.

2.4. Spostamenti.Un punto che passi da una posizione A a una posizione B, rispetto a un
sistema di riferimento, si dice descrivere, rispetto a quel sistema di riferimento, lo spostamento 45.

DEF 2.5. SPOSTAMENTO.Si definisce spostamento di un corpo rigido I’insieme di tutti gli
spostamenti dei suoi punti. In pratica lo spostamento di un corpo rigido ¢ un campo vettoriale che
associa a ogni punto del corpo rigido il relativo spostamento.

DEF 2.6. SPOSTAMENTO TRASLATORIO.Si parla di spostamento traslatorio di un corpo
rigido quando lo spostamento lascia invariati gli orientamenti di qualsivoglia retta dello spazio
solidale al corpo rigido.

In uno spostamento traslatorio, lo spostamento di ciascun punto del sistema di riferimento mobile ¢
rappresentato dallo stesso vettore. Allora si definisce vettore della traslazione lo spostamento
dell’origine del sistema di riferimento mobile, per cui, con riferimento alla figura, il vettore della
traslazione che porta dalla posizione £ alla posizione ' & dato da

2.13) Q0 = PP, = P,P, = P,P; = -

Z
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DEF 2.7. SPOSTAMENTO ROTATORIO. Si parla di spostamento rotatorio di un corpo rigido
quando lo spostamento lascia invariate le posizioni di tutti i punti di una retta a del sistema di
riferimento RT solidale al corpo rigido.

La retta a prende il nome di asse di rotazione. Diciamo 4 il versore dell’asse di rotazione, preso con
verso tale da vedere la rotazione avvenire in senso antiorario.

ISH

asse di
rotazione

a

P/

a

Ricaviamo allora lo spostamento del generico punto P dello spazio mobile. Con riferimento alla
figura si ha

W=ﬁ+ﬁ=(P—Q)+Q—H))+(dXQ—P))Sina=(P—Q>+Q—H))+(&X@)sina=
=(P_Q)—P_Q)cosa)+(&><Q_P))sina=P_Q)(1—cosa)+(&><Q_P))sina

che si preferisce scrivere

2.14) PP’ = @(cosa -1+ (d X Q_P)) sina

Si puo osservare che, nel secondo addendo, al posto di Q si puo usare un qualunque punto di a senza
cambiarne il valore (cid non vale per il primo addendo). Uno spostamento rotatorio rigido ¢
completamente definito in termini di ampiezza della rotazione, di asse di rotazione e di verso di
rotazione, dal vettore

2.15) 7 =da

detto appunto vettore di rotazione.

DEF 2.8. SPOSTAMENTO SFERICO.Si parla di spostamento sferico di un corpo rigido quando

lo spostamento lascia invariata la posizione di un punto () del sistema di riferimento mobileRT.
11 punto (1 prende il nome di centro dello spostamento sferico.
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TEO 2.2. DI EULERO.Ogni spostamento sferico di centro ¢ uno spostamento rotatorio con asse
passate per (1.

DIMOSTRAZIONE. Diciamo che il sistema di riferimento RC(O;x,y,z) e il sistema di
riferimentoRT(0; &, 1, {) siano inizialmente sovrapposti € che, a seguito di uno spostamento sferico
(vedi figura) di centro O = (), il secondo sistema di riferimento abbia assunto la posizione
individuata dai suoi versori

2'16) é{:(e{x Eiy giz) éé:(géx Eéy géz) éé:(géx Eéy Eéz)

dove le componenti sono rispetto RC(0;x,y,z). In quanto versori le loro componenti devono
soddisfare alle condizioni di ortogonalita reciproca

217) &1-&; =0 ei,8p, + &18p, + £1,6, =0

~ a A o o
€, € €3 E3x = €1y€2z — €12€2y
n n n ’ ’ / [ ool
218) & =8 X & = [E1x &1y E1z| & { €3y = €128 — E1xE22
! ! ! o ! ! !
Ex €2y &2z €3z = €1x€2y — €1y&ox

e alle condizioni di normalita, ovvero di modulo unitario
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A A A 2 2 2
219) |gl=1é8=1o¢, +e, e, =1

A A A 2 2 2
220) |§l=1o8 - §=1¢6," +&, t&, =1

A A A 2 2 2
221) |&l=1e8 =1 ¢," +&3, te, =1

In realta la 2.21¢ ridondante, poiché tale condizione risulta gia soddisfatta quando lo siano le 2.19,
2.20, 2.18. Ora, per dimostrare che lo spostamento sferico ¢ uno spostamento rotatorio, dobbiamo
provare 1’esistenza di un versore i tale che risulti

2.22) OP-fi=0P -1

comunque si scelga il punto P, ed essendo P’ la posizione da esso assunta dopo lo spostamento. Si
osserva che se le coordinate di P sono (x, y, z), la 2.22si scrive

(xé1 +yé, +z63) 1l =(xé] +yé& +2z83) &
X6 U+ yé,-U+zéy-U=xé - U+y& -u+2zE-1
Dovendo questa eguaglianza valere per ogni terna (x, y, z), essa equivale alla tre eguaglianze

& -i=80 &0=6-10 é;-0=28-1

D

ovvero al sistema

/4 ! /J ! ! ! _

Uy = E1,Up + E1yUp + E1,Us (e1x — Dug + e1up + 1,u3 =0
—— ! I ! l ! —

Uy = ExUy T EyUp + E,U3z & { Ex Uy + (szy - 1)u2 + &,uz; =0

! ! ! ! ! ! J—
U3 = 35Uy T E3yUp T E3,U3 E3xU + E3yUp + (€3, — Dug =0

che in forma matriciale si scrive

! ! !
E1x — 1 €1y €1z uq 0
! ! !
223) Exx Ez:y -1 1y U | =10
’ ’ ’ u
E3x €3y €37 — 1 3 0

Il determinante della matrice dei coefficienti € nullo, infatti

' ’ ’ ’ ’ ’
10— 1 €1y €1z -1 0 0 E1x €1y €1z
/ i / ! I ! / / /
Eoyx &y — 1 &y = |€2x €2y 1 &2z + | €2 &y — 1 &y =
’ ’ ’
4y gy &, —1 €x &3y &z~ ey, ey, &, —1
’ ' /
2y 2z I ’ l
= - / ' +10 -1 0 + [€2x €2y E2z| F+ Séx Séy Séz =
83)/ 832 - 1 ! ! ! 1 I} 1] I}
E3x €3y E37— E3x €3y E3; 0 0 -1
/ / '
& & &
I / ’ I} 1x 1y 1z / l
_ |2y 2 -1 0 Eix  &1z|  |&l, &1, C ) fix €1y
- T | S - &! e —1 I 2 + |€2x £2y Eaz| — | /
€3y &3z 3y ©3z E3x &3z 0 -1 &x  E2y

! ! !
E3x £3y €3z
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! ! !
, €1x €1y €1z

I ’ ’ ’ I
&y & & £ & &
y 2z 1 1 ’ ’ ’ 1x 1y
==\ [ + géz -1- Ix IZ + g:{x + Eox gZy E2z| — [ 1 =
£ &3, —1 £ £ € €
3y 3z 3x 3z 1 1 1 2x 2y
€3x €3y &3z
! ! !
& & &
l / ’ ' 1x 1y 1z / /
&y & &y & € £ €1x &1
= - /y IZ + 2y 2z + géz -1- :/Lx :/lZ + E{x + Eéx Eéy Eéz 1 /y
&3y &34 0 -1 E3x €3z / / / Ex &2y
E3x £3y €3z
’ I I} I} [ ’
&y & £ £ & &
y 2z 1 1 1x 1y
=—1 | teyten, =1 ltet1l—], /
£3y €3z E3x €3y E2x EZy

— ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! —_
= _(52y53z - 52z53y) t &y + &3, — (1xE3z — €12€3x) + €15 — (51x52y - 51y52x) =
=—¢e,t &y tez,—gy e, —63,=0

avendo considerato, nell’ultimo passaggio, che & = & X &5, & = &3 X €], €5 = €] X & e dunque
che

! ! ! ! !
E2y€3z — €22€3y €1x
’ 1 1 o
€1x€3z — €1283x = &2y

/; ’ ’ o
E1x€2y — €1y€ax = €3¢
Quindi la matrice dei coefficienti del 2.23ha rango uno oppure rango due. D’altra parte se avesse
rango uno le sue colonne dovrebbero essere a due a due linearmente dipendenti, cioe dovrebbero

esistere tre valori reali a, 3, y tali da verificare le tre condizioni vettoriali

~

é\:{ —61 = Ol(éé _éz) é{ —Oléé = él _a’éz
-6 =PfE &) - P =8P
& — & =vy(& —é3) & —yéy =8, —ye

1A A 1A A I A ! A ! A I A A A

161 + €1y€2 + £1,€63 — OC(Eerl + £2y€2 + ezze3) =e; —ae,

1A A ! A ! A ! A ! A I A A A

S €161 T €196; + £1,63 — ﬁ(£3xe1 + 3,6, + £3Ze3) =&, — fé;

1A A ! A 1A A ! A ! A ! A A A
Ex€1 T €296 + &5,€3 — V(53x31 + €346, + 53293) =€;—Yeés

le quali si traducono nelle nove condizioni scalari

E1x —Begx =1
224) { ei, —Bes, =0
&1, — PBez, = —P
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Mettendo a sistema le equazioni 3,6,9 del sistema 2.24 si ottiene &3, = 1 e &5, = 0; mettendo a
sistema le equazioni 5,2,8 si ottiene eéy =0e eéy = 1. Considerando questi risultati e le condizioni
2.20e 2.21¢ 2.180otteniamo

( &, =0
gy =1 ¢ =¢,
I
822_
! —_
E3x =
I Al A
2"25)< £3y—1<:>€3—e3
!
832_
€1 2 €3
Al Al Al A
1=6EXE=10 1 0]=¢
\ 0 0 1

dove si ¢ considerato che la 2.18 porge
=8 XE=EXE=6XEXE)=(6 -8 - (& )& =4

Il sistema 2.25ci diceche la matrice dei coefficienti del sistema 2.23presenta rango < 2 nel caso di
spostamento nullo: ora lo spostamento nullo non rientra nella nostra indagine, dunque per quanto ci
riguarda la matrice ha rango 2. Questo significa, in base alla teoria dei sistemi lineari, che il sistema
2.15 ammette %! soluzioni, ovvero tutti vettori proporzionali fra loro i quali individuano una ben
precisa retta, appunto 1’asse di rotazione. Resta cosi verificato che lo spostamento sferico ¢ sempre
uno spostamento rotatoriom

TEO 2.3. ASSE DI ROTAZIONE. Dato il generico spostamento sferico individuato dai versori
2.16allora si trova che 1’asse di rotazione del moto stesso ¢ individuata dalla retta di equazione
vettoriale

( _ E3x €L
Uy =7 _e! —el 41
€3z €1x~ €2y
2.26) _ Eéy"“géz k keR
Uy == 7 )
&3z €1x— &2yt
Uz = k

DIMOSTRAZIONE. Si parte dal sistema 2.23che abbiamo visto avere, per spostamento non nullo,
rango 2; si elimina ad esempio la terza equazione, e si attribuisce valore arbitrariok ad esempio a us.
Si ottiene cosi il sistema

E1yUp + €1,
Uy =———F--"

1 r _ 1
(glx - l)ul + €1yl = _glzk S{x -1
I / _ ’ 1o 1o
Eaxtiy + (&3 — Vup = —g5,k S  EyEally + &85,k 1D = —el k <
_ - [ + (EZy - )uz = —&
uz =k g1, —1
Uz = k
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( ey ek
METT T
€1x
! ! ! ! ! !
ndh (ElyEZx - (Elx - 1)(8231 - 1)) U + gleZxk , =
EI _ 1 = SZZk
1x
\ u3 - k
! !
&yl + &1,k
Uy =——-

!
= frx — 1
! ! ! ! ! ! ! ! — ! ! !
(51y52x — E1xE2y T E1x + &3y — 1)”2 + &1,E2k = €148,k — £,k

uz; =k
Considerando poi, secondo la 3° delle 2.18, che
géz = gix‘géy - E{y‘géx = _géz = giygéx - E{xgéy
1l sistema si scrive

! !/
I{ _ Eyup Tk
Uy =———"—

4

! ! ! — ! ! ! ! !
l(_g3z + &1 + &2y — 1)”2 = (EleZZ — &1z€x — EZZ)k
u3 = k

!

e tendo conto della 2° delle 2.18 in base alla quale
o ’ /] ’ o ’ /] /]
€3y = €178y T E1xE2; S TE3y T E1xEp; — €180y
il sistema si scrive ancora

! !
gyt ek

! !
_ Eyup t &1,k - T
u, = —— o -1 €1x —
E1x

( [ w

4 ! + !

l(gémi"“éy1>uz—(e§yesz)k@{u2—
\

! 1A 1A
Zk 53z_51x_52y+1
Uz = .-
Uz =
( £3y+€2; , ,
€y T €1z
€3, E1x—E2yt1
- k
1A !
€3y + &3,

u = —
=

u2: [; [ [
£3Z—£1x—£2y+1

\ u3=k

(ul — _ Séy‘siy + SéZg{y + Sézgiz - S{xgiz - Séyc‘:{z + S{Z
(Eéz - gix - Eéy + 1)(8196 -1
< { " = £3y T &2,
I 2 e, e — eyt 1
k us; =k
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Considerando la prima delle 2.18si ha

(U1 - _ Sé)’g{y + géx + gézgiz - S{xgiz + g{z
(géz - E{x - Eéy + 1)(£{x -1

{ U, = Eéy + géz

I €3, — E1x — Epy + 1

k us; =k

e tenendo presente che, sempre per la 2.18, risulta
Al

! ! ! 1 ’ !
61 —_ 0 =4 E3x€1x + £3y£1y + 632812 0 =4 833’813’ + 832812 - _£3x£1x

il sistema si scrive

! ! ! ! ! ! ! !
U = E3x — E3x€1x — E1x€12 T €1 (u _ E3x + €1
1= " / / / 1= ’ ’
(532 — & T &yt 1)(51x -1 €3, —E&1x — &y T 1
= 3y + €27 (:)iu B 3y + &2,
2 = ’ / 2 T o ot
uz; =k k us; =k

E la tesi € dimostratam

La seguente dimostrazione non ¢ essenziale all’economia della discussione, comunque prova che un
corpo rigido presenta tre soli gradi di liberta nel momento in cui sia vincolato a spostamenti sferici.

TEO 2.4. COMPONENTI DEI VERSORL. E possibile esprimere la terna 2.16in funzione di solo 3
delle 9 componenti dei suoi versori, sfruttando le condizioni 2.17, 2.18, 2.19.

DIMOSTRAZIONE.La dimostrazione consiste nell’esprimere sei componenti in funzione degli

altri tre. Per semplicita di scrittura in questa dimostrazione scrivo le componenti dei versori nel modo
seguente

=@ a az) & =(by by, by) &=(1 C2 C3)

Mettendo a sistema la 3° delle 2.18¢ la 2.17s1 ha

a;b; —c3
by =123
¢z = a1b; —azby PN a PN
albl + azbz + a3b3 = 0 albz - C3
kal— + azbz + a3b3 == O
a
( a;b, —c
albz —C3 | bl — 172 =3
bl = 4 a,
(=" a, (=4

a103 a2a3b3
a%bz — a4C3 + a%bz + a2a3b3 =0 Lbz

24



a1C3 a,a,azbs; — a%c3 - a%c3

| b
4 1 (a% + ag)az
=
a,C3 — aazb;
b, = 2 2
E dunque
b _ a1a3b3+azc3
1 — 2 2
a1+a2
2.26) b, = a1C3—aazbs
2 a?+a?
Sostituendo le 2.27nelle prime due della 2.18si ha
I a,c; — a,asbs I aza,bs + a2b3 a,asc; + a,asb,
¢, = azbs; —az 5 €1 = 2
4 ai +aj 4 a? + az
= =
a1a3b3 + aZC3 _ ala%bg + a2a3C3 + a::labs) + ala%b3
lCZ 2 2 a,03 lcz 2 2
aiy +a; ay +a;
I{ _ (af + aj + af)ayb; — a;asc;
€1 = 2 2
4 ai +aj
= 2 2 2
(af + a5+ a5)abs + aascy
lcz == 21 42
a; ~ a;
E dunque, considerando la 2.19, abbiamo trovato anche
c. = a;bz—ajazcs
1 — 2 2
a1+a2
2'27) c, = — a1b3+a2a3c3
2 a?+a?
Imponiamo la condizione 2.20: sostituendo in essa le 2.27si ha
a,azbs + a,ci\’ a,Cs — a,azbs\°
1323 223 + 132 2233 +h2=1e
a2aib? + asc? + 2a,a,a3bsc;3 + aéct + aaib3 — 2a,a,a3b5c5 T
=l
(a? + a3)? 3
(af +a3)ci + (af +aj)azh; cs + asbs
5 > +bhs=1—>+ b:=1&
(af + a3)? ai + a2
c§ +ajbi +aibi +ajb; . c? + (a% + a? + a3)b3
= 2 2 =le 2 2 =
ay + a; ay +a;

e tendo presente la 2.19si ha
2.28) b3 =a%?+a5—c3

Il segno di b; puod essere scelto arbitrariamente: infatti, fissato completamente ad esempio il versore
], le terne compatibili con le condizioni 2.17, 2.18, 2.19, 2.20 sono quattro, il che corrisponde
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appunto alla indeterminazione di segno per due componenti. Scegliendo nella 2.28il segno positivo
abbiamo

2.29) by =.a?+aj—c3?

Imponendo nuovamente la 2.19abbiamo poi

230) a;=+1—a%—a3

dove ho arbitrariamente scelto il segno positivo. In definitiva le 2.26, 2.27, 2.29, 2.30 individuano il
sistema

( b _ a1a3b3+azc3
1= 2,2
a?+a?

b, = aj;c3—azazbs
2 = 2.2
a?+a?

a;bz—ajazcs

] = —F——

2 2

2.31) A ai+a;z
_ a1b3+a2a3c3
€y = — a2 +a2
1 2

— [02 ¥ 42 _ 2
b; =+/ai +aj; —c3
— 2 2
\az =4/1—af —a;

Sostituendo le ultime due equazioni nelle altre quattro si ottiene I’espressione della terna 2.16in
funzione dei soli tre parametri indipendenti a4, a,, c3:

d=(a @ TG a)

o al\/l—a%—ag\/a§+a§—c§+azc3 a1c3—az\/1—a%—a§\/a%+a§—c§
232y 27\ - ai + a5 —c3
32) aj+a3 dj+a3
e ’a§+a§—c3z—alc3 ,1—a§—a% a; ’a§+a§—c3z+azc3 /1—af—a§
37 - c
a?+a? af+aj °

Quindi i versori della terna sono funzione dei soli tre parametri scalari a4, a,, c3, € la tesi ¢ provatam

TEO 2.5. SPOSTAMENTO GENERICO.Qualunque spostamento rigido ¢ la somma di uno
spostamento traslatorio e di uno spostamento rotatorio.In base alle 2.13, 2.14lo spostamento generico
di (Q, énQ) rispetto (0, xyz) & descritto da una funzione vettoriale del tipo

2.33) W=m)+Q—P>(cosa—1)+(c’ixQ—P))sina

che associa a ogni punto P il suo spostamento PP’, dove QQ! & lo spostamento dell’origine del
sistema di riferimento mobile e @ ¢ il versore di rotazione.

DIMOSTRAZIONE.Omettendo la dimostrazione rigorosa, facendo riferimento alla figura, uno
spostamento generico si pud pensarecomela sequenza di uno spostamento sferico e di uno
spostamento traslatorio ovvero, per il teorema di Eulero, di uno spostamento rotatorio e di uno
spostamento traslatorio: con il primo RI ruota in modo che i versori &;, €,, €5 si sovrappongano alle
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loro rispettive posizioni finali €7, €5, &5, con il secondo RItrasla in modo che() raggiunga la sua
posizione finale Q'.

4
&

DEF 2.9. PRODOTTO DI SPOSTAMENTI. La sequenza di pil spostamenti, come pud essere
appunto la sequenza di uno spostamento rotatorio e di uno traslatorio, ¢ detta prodotto di
spostamenti. Dunque, con riferimento alla figura, lo spostamento complessivo che porta RI" dalla
posizione g alla posizione ' ¢ il prodotto di una rotazione e di una traslazione.

TR
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TEO 2.6. PROPRIETA’ COMMUTATIVA. 1l prodotto di spostamenti, inteso come una sequenza
di piu spostamenti, in generale non gode della proprieta commutativa, nel senso che modificando
I’ordine con il quale si effettuano gli spostamenti, non ¢ detto che si ottenga la stessa posizione
finale.

DIMOSTRAZIONE. Per questa dimostrazione basta fornire un esempio in cui variando 1’ordine
degli spostamenti, varia la posizione finale del corpo rigido. Si consideri allora la figura: se
effettuiamo prima una rotazione del corpo di 90° intorno all’asse x e poi di altri 90° intorno all’asse
y ottengo una posizione diversa da quella che ottengo invertendo 1’ordine delle rotazionim

Resta comunque vero per il generico spostamento, scomposto nel prodotto di uno spostamento di

traslazione e di uno di rotazione, che non ha importanza quale dei due spostamenti avvenga prima: in
questo caso cioe il prodotto degli spostamenti ¢ commutativo.
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Capitolo 3. Cinematica dell’elemento e dei sistemi

3.1. Traiettoria e versore tangente.si
definisce traiettoria la curva che I’elemento descrive
nello spazio al passare del tempo. Se la posizione .
dell’elemento & individuata dal punto P = (x,y,z)la ~. P

traiettoria ha equazioni parametriche \/ )

x = x(t) x = p(t)sin(t) cosI(t) N
3.)) ¢y =y@t) oy =p@)sinp()sind(t) AT ~
z =z(t) z = p(t) cos p(t) X

dove il parametro trappresenta il tempo. Il versore tangente alla traiettoria avente verso concorde a
quello del moto dell’elemento si scrive

dx(t) dy_(t) dz(t)
3.2) ?(t) = ( 2 - 2 2 2 - 2 2 2 &L 2 2)
J(E0) (0) (d20y - J(ar0)”, (o), (detoy® - J(aroy?, @y, (@)

3.2. Ascissa curvilinea. Si fissa sulla curva che descrive la traiettoria dell’elemento 1’ origine
Q delle ascisse curvilinee e un verso di percorrenza positivo, il quale puo coincidere o meno con
quello dell’elemento. Allora I’ascissa curvilinea corrispondente al generico istante t, ovvero la
distanza dell’elemento in tale istante dall’origine () (misurata lungo la curva), ¢ data da

33) s(t) = ifti;\/(dx(f))Z 4 (dy_(r))z N (dz(r))z i

dt dt dt

dove t, ¢ I'istante in cui ’elemento si trova nell’origine dell’ascissa curvilinea. Il segno + vale se il
verso scelto come positivo coincide con quello del moto dell’elemento, il segno — in caso contrario.
Utile ¢ anche scrivere la derivata della ascissa curvilinea:

o S = a5 () (5

3.3. Riparametrizzazione della curva.l’ascissa curvilinea definisce una funzione
monotona in ¢ (crescente o decrescente a seconda della coincidenza o meno del verso positivo della
ascissa con il moto dell’elemento). Invertendo allora tale funzione' si possono considerare le tre
funzioni composte

x =x(t =s"1(s)) = &(s)
35) qy=y(t=s"()=n(s)
z=2z(t =s"1(s)) = {(s)

Sostituendo le 3.5nella espressione 3.2 del versore tangente si ha

! La funzione inversa della s = s(t) esiste essendo quest’ultima, come visto, continua e monotona.
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dé(s)ds(t) dn(s)ds(t) di(s)ds(t)

?(t) — ds dt ds dt ds dt
+ ds(t) + ds(t) + ds(t)
dt dt dt

Si trova allora per il versore tangente 1’espressione

3.6) T(S) _ _I_(ds;(:) dan(s) d((S))

ds ds

Anche qui il segno + vale se il verso positivo dell’ascissa curvilinea coincide con il verso del moto
dell’elemento, il segno — in caso contrario.

Tuttavia ¢ utile ridefinire il versore tangente come avente verso concorde con quello delle ascisse
.2 . .

crescenti”, a prescindere dal fatto che tale verso sia concorde o meno al moto dell’elemento. In tal

caso si ha sempre

dé(s) dn(s) di(s)
3.7) T( )_( E: 7c]iss fiss)

Con abuso di linguaggio si scrivera di qui in poi x(s) al posto di £(s). Altrettanto dicasi per le altre
componenti.

3.4. Versore normale.Si definisce versore normale alla traiettoria nel punto di ascissa
curvilinea s il versore

- dT(s)/d
_ s
3.8) N(s) ]

Per il corollario alla prima proprieta delle funzioni vettoriali (paragrafo 1.6) intanto si ha che il
versore normale ¢ ortogonale punto per punto al versore tangente. Considerando poi il significato di
derivata (limite di un rapporto incrementale) si capisce come il versore normale spiccato dal punto P
stia dalla parte della concavita della traiettoria, qualunque sia il verso positivo scelto per 1’ascissa
curvilinea.

Vediamo ora come si esprime il versore normale rispetto al tempo. Si ha

dT(s) dT(t)dt d x y z 1
ds dt ds dt\JiZ+y?+22 Ji2+y 422 Ji2+y? +22 [32 + y2 + 22
i x(xX + yy + z%) ¥ y(xx +yy + 2%) Z 2(xX + yy + 22) 1

(m (2 +y? + 223 m @+y2+202 [yt (45 +22>3/2)Jﬁ:

_ ( x(xx + vy + 22) % y(xx + vy + 22) Z z(xx +yy + zz)) _

2+ yz +22 (R24+y2 4222 q24y 472 (A2 4+yi+22)2 X2+ yi+4it (k2 +yE+22)2)

_ ( _x(xE +yy + 22) y y(xX +yy + 22) Z Z(xX + yy + zz)) _

B x2+y +22 (2+92+22)2 x2+y2+22 (A2+y2+22)2 i24y2+22 (2492 +22)2)

_ <x(x + 92+ 22) —x(xX +yy +22) @2 +y? +22) —y(E +yy +27) Z(x%+y% +22) —z(kE + vy + zz)) B

G2 +y2 +22)? G2 + 92 +22)? G2+ 92 +22)?
(V2R gy —xaF KR+ 225 — kyk = ya7 %25+ 9PE — k2K = 92y
(2 + Y2 + 22)? G2 + 5% + 22)? G2 + Y2 +22)?

? Questo permette di avere una espressione unica per la velocitd, senza bisogno di distinguere il caso di moto concorde al
verso della ascissa da quello di moto discorde. Lo stesso dicasi per 1’espressione della accelerazione.
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Si ha allora che

dT(s)
ds
NG+ P22 + 92+ 22)2 + (82 + 92 + 22) (kK + yy + 22)? — 206K + yy + 22) (k2 + Y2 + 22) (kK + yy + 22)
a (X2 + Y2 + 22)? -
NG+ P22+ 92 +22)2 + (82 + 92 + 22) (K + yy + 22)? — 208Kk + Yy + 22)2 (k% + y? +22)
- (X2 + Y2 + 72)? -
VEZ+ G2+ 22)(22 + 92 + 22)2 — (12 + y2 + 22) (xi + yj + 27)2
- G2 477 + 22)? N
_JETETE 22)\/(562 + Y2+ 2 + Y0 +27) — X+ YY +22)° VG2 + 32 + 22) (2% + y2 + 22) — (x& + y§ + 27)2 _
(J'CZ + yz + Z'Z)Z (J'Cz + }-,2 + Z'2)3/2
V@2 4P+ 222 + Y2+ 22) — (%F + Yy + 22)?

3
(x2+y2+2%)2
Si consideri ora che

{(5&2 + 92 4+ Z2) (X% + y2 4+ 22) = 2252 + Y2E2 + 2282 + X292 + y2yP + 2292 + k252 + Y252 + 2222
(% + v + 22)? = X252 + y2§2 + 2252 4 2XXVY + 2%%2F + 2yy7E

Dunque abbiamo che

E2+ 92+ 22+ 92+ 22) — (ki +yy + 22)? =
= y2%% + 2252 + X292 + 2252 + X272 + Y22 — 2XXyY — 2X%K%27 — 2yiF

In definitiva abbiamo provato che

(dT(s) _ (y2i + 225k — xyy — k2% %%9 + 225 — ky¥ — y2i  %%% + y25 — %2% — y2j
ds (%2 + 2 + 22)2 (%2 +y2 + 22)? (%2 + 2 + 22)2

\/ VERE 4 2R+ XY 4 2P+ 35+ PR - 25y — 2%%zE — 2yyEE

ds

‘d?(s)
\

3
(%2 + J2 + 22)2

Sostituendo quanto trovato nella 3.8, si ha per il versore normale 1’espressione alternativa

—
N(s) =
(yzje+z'25e—xyy—xz'z X2Y+22y-Xyi—yzi x22+y22—xz'5c'—yz'y)
(X24+y2+22)2 (X2+y2+22)2 (x2+y2+22)2

3
(X +y*+2%) >

V2R + 2252 + X292 + 2252 + X252 + Y25 — 2AXYY — 2XX7E — 2yyiE

3.8.b) IV(t)— ((P2x+228—xyy—x22) (R29+229—-xyi-yz2) (x22+y2s-x2x%-y2zy))
o T A2y 422 YRR A 22 R2+ 2P+ 2R A K2 EE+ Y2 EE— 2Ry Y —2XK2E—2Y Y E

Si pud inoltre scrivere

dT(t) , |dT(t)

380 N(E) =% /| ~

Infattisi ha
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dT(s) dT(t)dt dT(t)

N — _ds __ _dt ds _ __dt
3.8d) N= |[4T(s)| |[dT@®)|dt |dT®)|
| ds | | at |ds | at |

3.5. Raggio di curvatura. Definisco raggio di curvatura della traiettoria nel punto di ascissa
curvilineas la funzione scalare

39) R(s) = m

Si capisce che il raggio di curvatura ¢ tanto piu piccolo quanto piu pronunciata la curva descritta
dalla traiettoria nell’intorno del punto di ascissa s. Ma il significato geometrico del raggio di
curvatura ¢ ancora pill pregnante, come si vede nel prossimo paragrafo. Intanto si consideri che il
raggio di curvatura pud essere espresso in funzione della rappresentazione parametrica
riparametrizzata 3.5,essendo

3.10) R(s) = = !

1
’d?(s)/ds‘ \/(de(s))z_l_(dzy(s))z+(d22(5))2

ds? ds? ds?

Se invece della rappresentazione parametrica riparametrizzata abbiamo quella in funzione del tempo,
cioe la 3.1, allora si ha

3.11) R __frof
A (t)_|ﬁ(t)xﬁ>’(t)|

Infatti considerando la rappresentazione riparametrizzata 0P = ﬁ(t(s))e sostituendola nella 3.10
abbiamo

- . 3
R(es) = |0P(s)s(t)|

‘o_ﬁ(s)s‘(t) x <ﬁ”(s)s'2(t) + b?(s)m))

|W5(s)s‘(t)|3 ~ |W5(s)si(t)|3

B |ﬁ5(s)s:3(t) x 0B(s) + 0P(s)$(t) x ﬁ’(s)g(t)| - |ﬁ5(s)s‘3(t) x ﬁv’(s)| B
__Pe| Rel el
[0P(s) x0F(s)|  [0B(s)|[0P)| [Tl [T(s)|  |Ts)]

che ¢ appunto la definizione 3.10di raggio di curvatura. Si aggiunge che I'inverso del raggio di
curvatura prende il nome di curvatura. Indicando la curvatura con una kappa abbiamo cio¢

3.12) K(s) = ‘ﬁ(s)/ "
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3.6. Piano osculatore e versore normale.ll piano osculatore(vedi figura) alla curva
nel punto Pe¢ la posizione limite, per P’ = P, del piano descritto dai punti Q che soddisfano
I’equazione

_— 5 —

3.13) PP"-TxPQ =0

Per individuare la posizione limite del piano 3.8 sviluppo il primo dei tre vettori in serie di Taylor,
fermandomi al secondo ordine. Si ha

PP'-T X PQ = IS ds + 57 2 +o(ds®) |'T x PQ =
L dTds? L dT ds? L
=|Tds+——+0(ds?) |'TxPQ=0=|——+0(ds?) |'TxPQ =0
ds 2 ds 2

.. ds?
Adesso divido per%e ottengo

+2

dT  o(ds?)
ds ds?

)%@’:0

Mandando al limite per P’ — Povvero per s’ — ssi ottiene il piano osculatore

I

| QU

3.14) £.-TxP0=0

QU

S

Ci sara utile ricavare anche 1’equazione cartesiana del piano osculatore sviluppando il prodotto
misto. Posto

P = (x(sp),¥(sp),z(sp)) Q= (x,,2)

la 3.13si scrive

X(sp) x(sp) x — x(sp)
FGsp) |- [ y(sp) | x|y —y(sp) |=0 ®
Z(sp) Z(sp) z — z(sp)

e sviluppando il prodotto misto si ha

¥(sp) y(sp) Z(sp)
x(sp) y(sp) Z(sp) |=0
x—x(sp) y—y(sp) z—z(sp)

Calcolando il determinante e riordinando si ha per il piano osculatore 1’equazione cartesiana
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3.15) (}'}(SP)Z'(SP) - Z.(SP)).’(SP))(x - x(SP)) + (z(SP)fC(SP) — X(SP)Z'(SP))(Y — )’(SP)) +
(x(SP)y(SP) - j}(sp)fc(sp))(z - Z(SP)) =0

Dimostro ora che il versore normale alla curva in P ¢ contenuto nel piano osculatore alla curva in
tale punto.ll versore normale, in base alla 3.8si scrive

%(sp)
):}.(SP)

Dalla geometria analitica sappiamo che il vettore

V(sp)z(sp) — Z(sp)y(sp)
v =| Z(sp)x(sp) — X(sp)Z(sp)
X(sp)y(sp) — y(sp)x(sp)

detto vettore giacitura, ¢ ortogonale al piano 3.15. Dunque ¢ sufficiente provare che N (sp)-v=0.
Si ha

¥(sp) V(sp)z(sp) — Z(sp)y(sp)

V(sp) || Z(sp)x(sp) — X(sp)z(sp) | =

Z(sp) X(sp)y(sp) — y(sp)x(sp)
= X(sp)y(sp)z(sp) — X(sp)y(sp)Z(sp) + x(sp)¥(sp)Z(sp) — X(sp)¥(sp)Z(sp)
+ X(sp)y(sp)Z(sp) — x(sp)y(sp)Z(sp) =0

Ci0 che prova la tesi.

3.7. Cerchio osculatore e piano osculatore.Ii cerchio osculatore in un punto P della
curva ¢ quel cerchio che

e passa per quel punto;
¢ ha centro sul semiasse normale positivo;
® haraggio pari al raggio di curvatura relativo a quel punto.

Si dimostra che il cerchio osculatore condivide con
la curva la tangente. Per dimostrare questo
dobbiamo ricavare l’equazione del cerchio
osculatore. Sappiamo che I’equazione di una
circonferenza nello spazio ¢ data dall’intersezione di
una sfera con un piano. Nel nostro caso la sfera sara
quella avente centro sul semiasse normale positivo,
raggio pari al raggio di curvatura e che passi per P; il
piano ¢ il piano osculatore in P. Ricavo allora
I’equazione del semiasse normale positivo. In base
alla 3.81’equazione parametrica di tale semiasse ¢
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3.16) {y(z) = <&> T+ y(sp), 7€[0,+0]

\Z(T) = ( 2(sp) >T + z(sp)

|?(SP)|

Cerchiamo adesso il valore del parametro che individua un punto che abbia distanza dalla curva pari
al raggio di curvatura.

JZ2(50) + 7%(sp) + 7(sp) R(sp) |T(sp)|
= T=R(sp) & 1=
|T(SP)| V%2(sp) + 72(sp) + £2(sp)

Tenendo presente la 3.10e indicando 7 il valore cercato abbiamo allora

1 1
- V%2(sp) + 72(sp) + Z%(sp) - |?(Sp)|

Tc

Allora, in basa alla 3.16, le coordinate del centro della sfera sono

X(sp) V(sp) Z(sp)
C(sp) = (—é Tatalsy) g ty(s) ot z(sp)>
|7sp))| 75| 70|
La sfera di centro C(sp) e di raggio R(sp) € quella sfera di equazione

x2+y*+z2+ax+by+cz+d=0

1 cui coefficienti soddisfano, a conti fatti, le condizioni

a=-—2 ﬁ + x(sp)) b=-2 |_’y((;:)|2 + y(sp)> c=-2 ﬁ + Z(Sp)\
T(sp T(sp T(sp

5 ¥(sp)x(sp) + Y (sp)y(sp) + Z(sp)z(sp)

[7esn)|

+ (xz(sp) +y?(sp) + ZZ(SP))

Dunque la circonferenza osculatrice ¢ 1’intersezione di questa sfera con il piano osculatore. Quindi la
tangente alla circonferenza osculatrice nel punto P risulta essere I’intersezione tra il piano che tange
la sfera in quel punto e il piano osculatore. Il piano tangente suddetto si scrive

(2x(sp) + @) (x = x(sp)) + (2y(sp) + b (¥ — ¥(sp)) + (22(sp) + ©)(z — 2(sp)) = 0

Ovvero, sostituendo i valori dei coefficienti:
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3.17) %(sp)(x — x(sp)) + §(sp) (v — y(sp)) + Z(sp)(z — 2z(sp)) = 0
Dunque la tangente alla circonferenza osculatrice in P ha equazioni cartesiane

{ f(sp)(x - x(sp)) + y(sp)(y - }’(SP)) + Z(SP)(Z - Z(SP)) =0
318) (j}(sP)Z'(SP) - Z(SP)Y(SP))(X - x(sp)) + (Z(SP)X(SP) - X(SP)Z(SP))(Y - }’(SP)) + (X(SP)Y(SP) - J'?(Sp)fc(sp))(z - Z(SP)) =0

dove abbiamo intersecato il piano tangente
alla sfera (equazione 3.17) con il piano
osculatore (equazione 3.15), relativi al punto ¥
P. Ora dobbiamo dimostrare che questa retta
¢ anche la tangente alla curva in P. Un modo
per fare cio ¢ verificare che I’estremo libero
del versore tangente alla curva in P,
applicato in P, sia un punto della retta 3.18. Detto T tale punto abbiamo intanto

T = (x(sp) + x(sp) Y(Sp) + }’(Sp) Z(SP) + Z(SP))
Sostituendo le sue coordinate nell’equazione 3.18della retta che tange il cerchio osculatore si ha

{ ¥(sp)x(sp) + ¥(sp)y(sp) + Z(sp)z(sp) = 0
(y(SP)Z(SP) - Z(SP)y(SP))x(SP) + (Z(SP)X(SP) - J'C'(SP)Z'(-‘iv)))"(-‘iv) + (X(SP)J}(SP) - 37(513)55(519))2'(5}7) =0

La prima equazione ¢ senz’altro soddisfatta, essendo T-T=0 per la prima proprieta delle
applicazioni vettoriali. Per la seconda sviluppando si ha

%(sp)y(sp)z(sp) — x(sp)y(sp)Z(sp) + x(sp)y(sp)Z(sp) — ¥(sp)y(sp)z(sp) + ¥(sp)y(sp)z(sp) — x(sp)y(sp)z(sp) = 0

Dunque il punto 7 soddisfa entrambe le equazioni cartesianedella retta tangente la circonferenza
osculatrice e dunque soddisfa la retta stessa. Poiché quest’ultima passa per P e, come visto, anche per
T, non puo che coincidere con la tangente alla curva in P.

3.8. Versore binormale e terna intrinseca.ll versore binormale & definito come

= T(s)XN(s)
3.19) B(s) &2 =—/——=—=
) ( ) |T(s)><N(s)|
e costituisce con il versore tangente e il versore normale la cosi detta terna intrinseca. Si rileva
immediatamente che il versore binormale ¢ ortogonale al piano osculatore e ha verso tale da vedere
una rotazione antioraria del versore tangente quando questo si voglia sovrapporre al versore normale
descrivendo un angolo retto.

3.9. Velocita e velocita scalare. La velocita dell’elemento si definisce come il vettore

dOP(t) _ dOP(s)ds(t) _ ds(t) = (s)

3.20) v(t) = " R ” T(s

Lo scalareds(t)/dt & detto velocita scalare, e il suo valore assoluto coincide con il modulo della
velocita. Si osserva che la velocita ha sempre il verso concorde con quello del moto dell’elemento,
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qualunque sia il verso positivo dell’ascissa curvilinea: infatti se I’elemento si muove con verso
discorde rispetto a quello positivo dell’ascissa curvilinea, la velocita scalare ¢ negativa mentre il
versore tangente ha verso opposto a quello del moto; dunque la velocita ha verso concorde a quello
del moto. Stesso discorso nel caso in cui il moto avvenga con verso concorde a quello delle ascisse
positive.

3.10. Accelerazione.L’ accelerazione dell’elemento si definisce come

N dv(t) d?0B(t) _ d*s() 2 ds(t) ar(s) ds(t) _ d’s() 2 ds(t)\2 N(s)
3.21) (t) dt? dt? T(s)+ ds dt dt? T(s )+( dt ) R(s)

Si osserva che 1’accelerazione

1) ha una componente tangente alla traiettoria, detta accelerazione tangenziale;

2) ha una componente ortogonale alla traiettoria, avente verso che punta la concavita della
traiettoria stessa, detta accelerazione normale;

3) giace sempre nel piano osculatore;

4) ¢ sempre deviata verso la concavita della traiettoria.

3.11. Fasi di moto.Si usa porre le seguenti definizioni:

1) as(®) > 0: fase di moto progressivo. L’elemento si muove con verso concorde a quello delle
ascisse positive;

2) 0] < 0O:fase di moto retrogrado. L’elemento si muove con verso discorde a quello delle
ascisse positive;

3) ds(t) non decrescente: fase di moto accelerato. Aumenta il modulo della velocita
dell’elemento;

4) ds(®) non crescente: fase di moto ritardato. Diminuisce il modulo della velocita

dell’elemento.

Si dimostra che una fase di moto € accelerata se e solo se

ds(t) d?s(t)
dt  dt?

3.22) >0

Infatti se questa diseguaglianza ¢ verificata si ha uno dei seguenti due casi:

ds(t) d? S(t)

d? s(t)

> 0AND >0

<0

a)
b)

ds(t)

<0AND

Nel primo caso abbiamo che la velocita scalare ¢ non negativa e che non decresce: dunque il suo
modulo non decresce; nel secondo caso abbiamo che la velocita scalare ¢ non positiva e che non
cresce: dunque il suo modulo non decresce. In entrambi 1 casi si verifica la condizione 3 e dunque il
moto € accelerato. Viceversa se vale la condizione tre deve verificarsi o il caso a o il caso b: infatti
se si verificasse il caso
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ds(o d? S(O

> 0AND <0

c)

avremmo una velocita scalare non negativa e non crescente, ovvero con modulo non crescente; se si
verificasse poi 1’ultimo caso possibile, ovvero

ds(t) d? s(t)

< 0AND =0

a)

avremmo una velocita scalare non positiva e crescente, ovvero con modulo decrescente. Dunque se il
moto & accelerato non puo che verificarsi o il caso a o il caso b, ovvero la 3.22.

3.12. Moto uniforme.si parla di moto uniforme quando la velocita scalare & costante. In tal
caso si ha che I’accelerazione ¢ puramente normale e inoltre

323) () =20 (¢ — tg) + s(to)

Infatti se la velocita scalare & costante risulta

ds(t)
Tt =C,=>s(t)=Ct+C, =
s =gt+c, | S(c?s(:t glt + G
=J dsg") =c, = dto =G Ssm= dsﬁ") + 5(tp) — ds(t") to
ks(to) = City + C, C, = s(ty) — dscgz") to

e I’accelerazione, per la 3.21, si riduce all’accelerazione normale

o (s NE)
a(t) —< dt ) @

3.13. Moto uniformemente vario.Si parla di moto uniformemente vario quando la
velocita scalare ha derivata costante. Per la legge del moto si ha

3.24) s(t) =% 5“0) W) (4 )2 4 ‘““0) B ¢) + 5(ty)
Infatti
d?s(t) ds(t) C
T == =G+ G = s(0) =?11:2+cz1:+c3 =
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C ( C
(s(t)z?lt2+62t+C3 S(t)=?1t2+Czt+C3
d2s(ty) _ d?s(ty)
= 1 =
dt? 1 dt?
1 dste) > o _ds(t) _ ds(zo)
dt = Clto + Cz 2 — dt - dtz tO
C, 1d%s(ty) ds(ty) dzs(to)
(s(to) = ?tg + Cyty + Cs kC3 =5 tg |\ =g b~z
1d?s(t) ds ( 0) %s(to)
=5(t) =3 d;’( §) +— o (t = to) + — 5 (t§ = tto) +5(to) =
d?s(to) ds(to)
0
= s(t) = g2 (t? + tg — 2tty) + 7 (t —to) + s(to)

+ s(to)

3.14. Cinematica dell’elemento in coordinate polari.Consideriamoun sistema di

riferimento polare di coordinate (p,6,¢) e introduciamo la terna ortogonale di versori p,6,®
indicati in figura. Il legame fra questi versori e la terna fissa é;,é,,€é5si ricava, con un po’ di

pazienza, osservando la figura

/’5=é sing cosVY + é,singp sinY + é3 cos @ p=¢p+Isingd
3.25) <p =& cospcosty +é,cospsing —é3sing = @ —(pp+19cos<p19
9 = —&,sin¥ + &, cos 1§=—1951n<pp—19cos<p19

La traiettoria @ dell’elemento ha equazioni parametriche

X = psingcosf 7
3.26) ®:{y = psingsinb 3
Z=pCosq . R
p
Il vettore posizione si scrive \/ ~.P
327) 0P(®) = p(0p(®) v g
.. v @

Derivando si ottiene la velocita in coordinate polari

dOP(t)

3.28) (t) = =29 5(6) + p(t) L2

Sostituendo le 3.25nella espressione della velocita si ricava
- dp(t) A~
3.29) v(t) = p(t) + p(t)¢d + p(t)Isin @I

Derivando questa espressione si ricava I’accelerazione

3.30) d=(p—pp?—pd?sin®p)p+ (2p¢ + pp — pd?sing cos )P + (2p9 sin g + 2p9¢ cos ¢ + pd sin )J

Nel caso particolare di un moto piano le relazioni di cui sopra si semplificano nelle
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330 3(8) = LE25(t) + p(£)99
332) da=(p— p192)p + (2p9 + pd)d

mentre 1 legami 3.25 fra i versori si riducono ai seguenti
p
3.33) P =—é; =>4 ¢=0

3.15. Moto piano e velocita areolare.Quando un elemento si muove sempre sullo
stesso piano si parla di moto piano. Per il moto piano si definisce la velocita areolare come la
velocita con la quale aumenta I’area spazzata dal raggio vettore.Dall’ Analisi sappiamo che 1’area
spazzata dal raggio vettore p = p (ﬁ(t)), con Y coordinata polare, ¢ data da

334) S =3[ pH@da =3} pP(9(0) = dr Y P(®)
p(t)

Dunque la velocita areolare si ottiene derivando nel tempo la
3.34e si scrive

dd (t)

= P(tp)
p(to)
In genere alla velocita areolare si da una connotazione vettoriale o X
moltiplicandola per il versore ortogonale al piano del moto che ‘vede’ il moto avvenire in senso
antiorario. Per cui si ha

335 S(@) = —pz(ﬁ(t))

dﬁ(t) 8

3.36) S(t) == pz(ﬁ(t))

E’ facile dimostrare che la 3.36puo scriversi anche come prodotto misto nella forma

337) S(t) = %(ﬁ(t) x ﬁ(t))
Infatti si ha

OB X B = 0p (dp N dﬁﬁ) 5 x d1919 , dv
v=pp X ac? TPar PP X Py = p? dte3

Sviluppando il prodotto vettoriale nella 3.37 (in coordinate cartesiane) si verifica anche 1’espressione
alternativa

338) S(0) =1 (x(Oy(©) - 1(Dy(©)é

3.16. Moto centrale.Si dice che un elemento si muove di moto centrale di centro O se la sua

accelerazione ¢ istante per istante parallela al vettoreOP, essendo P la posizione dell’elemento. Un
moto centrale ¢ un moto piano e la sua velocita areolare e costante. Infatti se il moto ¢ centrale
deve aversi
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3.39) d(t) x OP(t) =0

Ma essendo

d (a(t) X Wﬁ(t))
dt

a(t) x OP(¢t) =
ne consegue che

B(t) x OP(t) = vettore costante

Questo da un lato comporta che il piano nel quale avviene il moto sia lo stesso istante per istante
(moto piano) e dall’altro comporta che la velocita areolare sia costante (basta considerare la 3.37).

3.17. Moto del baricentro di un sistema di punti materiali. Nello studio del
moto di due o pitl punti materiali, cio¢ di un sistema di punti materiali assume particolare importanza
il moto del baricentro del sistema stesso. Ricordando che il vettore posizione del baricentro G ¢
definito dalla espressione

YL, m;0P;

3.40) 0G =

dome M rappresenta la massa totale del sistema e m; ¢ la massa dell’elemento i-mo, allora per la
velocita del baricentro si ricava immediatamente 1’ espressione

341) B =20

derivando la quale si ottiene 1’accelerazione del baricentro

Y, mid;

3.42) g = ==

3.18. Moto relativo al baricentro. Dato un sistema di punti materiali definiamo moto
relativo al baricentro il moto rispetto a un sistema di riferimento RC; il quale abbia origine nel
baricentro e abbia assi invariabilmente orientati come quelli del sistema di riferimento fisso RC.
Ricordando che si definisce momento della quantita di moto rispetto al punto Adi un elemento di
massa m e posizione P che si sposti con velocita ¥ il vettore

343) k, =mb x PA

allora il momento totale della quantita di moto del sistema di elementi, rispetto a un punto A, ¢
3.44) K, =S, ki = 3 (m; x BA)

Nel caso si consideri il moto relativo al baricentro il vettore di cui sopra si scrive

3.45) K§ =Y, (m;5f x BA)
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dove I’apice individua le grandezze cinematiche del moto relativo al baricentro. Ora dimostro che il
momento totale della quantita di moto, del moto relativo al baricentro, ¢ indipendente dal polo
rispetto al quale lo si calcola. Infatti

—)G _ n '_)'G —_—> _ n '_)'G —_ —_— _
KS = (mBE x BA) = (miw¢ x (BG +GA)) =
i=1 i=1

n n n n
=) (A xBG)+ ) (mdfxGA) =) (mFf xBC)+ (). mdf)xGA =
i=1 i=1 i=1 =1

n
= Z (m;¥f X BG) + MB§ X GA
i=1

Ora si osservi che il secondo addendo ¢ nullo, essendo nulla la velocita del baricentro rispetto al
baricentro stesso. Dunque abbiamo dimostrato che

3.46) K§ =YY", (m3f xPG) VA

espressione che ¢ appunto indipendente dal polo scelto. Allora indicheremo il momento totale della
quantita di moto del moto rispetto al baricentro semplicemente con K. Dunque

3.47) K¢ =Y, (mf xRG)
Si dimostra anche che
348) K¢ =K,

dove il secondo vettore rappresenta il momento totale della quantita di moto, del moto rispetto al
sistema di riferimento fisso, calcolato rispetto al polo G. Infatti si ha

n n
RO =) (mdfxPBG)=) (mB ) xRE)=
l=}l . l=nl .
= Z (m%; X BG) — Z (mi¥s X BG) =
=K; — Z (mivg X BG) = K; — Z (mi¥; x BO) — Z (m¥; x 0G) =
i=1 i=1 i=1
n n
= K; + Vg X Z (m;0B) — B¢ x Z (m;0G) =
i=1 =1
:I—()G‘}‘ﬁa XMW;)_'BGXMW;):I—()G
3.19. J erk. Nell’ambito della cinematica dell’elemento puo essere di interesse lo studio di una
ulteriore grandezza cinematica, la quale fornisce indicazione su quanto rapidamente vari

I’accelerazione nel tempo. Si tratta del jerkjg, il quale & definito come la derivata nel tempo
dell’accelerazione. Dalla 3.21 si calcola che:

. da B
) JE = dt : ~
d . dT (t d (N
= — (s(t)T(t) +$2() Rgg) = $(OT ) + $(¢) ( ) + 25(8)8(t) RE i (ﬂa(rﬁtg) =
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— S(OT®) + 5(ON®) dzgf)

1 dN(®) N@®Y _
R(t) dt _Rz(t)>_

+ 25(t)§ (t)R8 sz(t)(

o L dT®| 255@®) - $2() dN()  $2(b) 5
=sS()T(t S(t)N(t t
ST + 3N () Tt RO + RO dt R N(t) =
. $2(¢) dﬁ(t) dT(t) 25‘(t)§(t) 20\ -
=s5®T(t — N(t
ST () + RO < ()‘ RO Rz(t)> ()
Dalla 3.9 si ha poi
_ 1 I ar@®| _ s
349) R= |d?(s)/ ’ - ‘d?(t)dt - |m | dat |~ R@®
ds dt ds dt
Dunque abbiamo trovato sin qui
— 2 2 o
350) Jp=3T+-2+(T+E-S)N

Rimane da calcolare la derivata nel tempo del versore normale. Si consideri a tal proposito che

427 d_?(d cﬁ)

dN des d (dT ,|dT|\ . 72 ds\ds|d
351 = LG 5])s = | - e
dt ds dt " ds \ds ds T dT

ds

ds

Sostituendo nella 3.51 la definizione 3.8 di versore normale, allora si ha

- ﬁ (d d?)
3.52) —=[de — N %lds ]s

at | |dT at
ds ds

—

) C dn . — ) ) N
Si consideri ora che - ¢ ortogonale a N, essendo la derivata di un versore. Quindi si deduce che

. da2T . d2T
353 W_oaZs o,V _az
) dt dT ds dT

ds

Esplicitando la 3.53 si ha

3.54) W _ (

ds

1
=) (@) ()
Moltiplicando il versore normale per il versore tangente si ha
@ 2 2 & 2 D)
ds ds ds ds? ds? ds?/ _

JEY (2" 4 ()
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dxd?x  dyd?y | dzd?z _

354) Ldx, dy, dd7_
) ds ds? ds ds? ds ds?

Derivando la 3.54 si ha ancora

d (dxd?x dyd?y dzd*z
—\ 5= +— +— =0
ds\ds ds? ds ds? dsds?

355 (L) 4 (L) 4 (L) = -l ooy ao

ds? ds? ds? ds ds3 ds ds3 ds ds3

—

- . dnN .
Moltiplico ora invece —5 ber il versore tangente:

(d3x d3y d3z).(ﬂ dy E) d3xdx  d3ydy  d3zdz
ds3 _ds3 ds3

w ds ds d 3ds  ds3ds ' ds3
356) —.T = S S S/ — ds3>ds ds>ds ds3ds

ds d2x\? d2y 2 rq27\2 d2x\? d2y Z rq27\2
(dsz) +(dsz) +(d52) (dsz) +(dsz) +(d52)

Sostituendo la 3.55 nella 3.56 abbiamo allora

P I = IR v N [<d2_x>2 ML (d%ﬂ _
d
T E®) (&) (&)

d?x 2+ d?y 2+ d?z\’ _ R s
ds? ds? ds? - R?

= —R

N = 1
— . T=—=
ds R

QU

3.57)

. . dnN . = . . .
Assumendo come dimostrato che il versore = © parallelo a T, abbiamo in definitiva che

dnN 17 dN $=
—=—-T=>—=—=-T
ds R R

3.58) -

Sostituendo la 3.58 nella 3.50, abbiamo in conclusione

359) Jp=(5-5)T+i(35- )N

2
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Capitolo 4. Cinematica degli spazi

4.1. Spazi e immagini. Si consideri uno spazio R in cui sia fissato un sistema di riferimento
RC(O, xyZ) = RC(O, é)li é)z, 53)

e uno spazio R! in cui sia fissato un
sistema di riferimento

RF(Q, ET]Z) = RF(Q, 51, 52, 53)

Qui si descrive il moto di uno spazio
rispetto all’altro’.

In questa trattazione sara utile introdurre la nozione di immagine di un vettore, la quale
appesantisce la notazione, ma permette una maggiore chiarezza espositiva. Se considero per esempio
un vettore U solidale allo spazio R! e ne voglio calcolare la derivata rispetto al tempo, tale derivata
variera se la si calcola rispetto a RC piuttosto che rispetto a RI'; nel primo caso infatti sara in
generale non nulla (a causa del moto di R! rispetto a R), nel secondo sara nulla. Allora per evitare
ambiguita diremo che il vettore # (solidale allo spazio R!) visto dallo spazio R & I’immagine di % e lo

indichiamo .

4.2. Atto di moto e velocita angolare.vogliamo conoscere la velocita con la quale si
sposta il generico puntoPdi R/, rispetto R. A tale scopo & sufficiente dividere la 2.33per I’intervallo
di tempoAt = t — t! nel quale & avvenuto lo spostamento, mandando poi a zero tale intervallo. Si
deve calcolare cioe

557 1 @ QP(cosa—1) . axQP
4.1) PP _hmAt—>0(At + v + =

sin a)

Per quanto riguarda il primo addendo c’¢ poco da dire: si tratta della velocita dell’origine di RI'. Per
calcolare il secondo addendo moltiplico e divido per & (cheVt’ > t ¢ non nullo) e ho

——. cosa—1 _, —asina —.
= QPalim ———— =QPa—————=QPa-0=0

lim -
At—0 a a

At—0

<_) a cosa — 1)
At

dove si ¢ applicato il teorema di De L’Hospital e si & considerato anche chea = a(At) — 0 pert -
t'. Per il terzo addendo procediamo allo stesso modo:

Y axQpP _ axDB 1 a sinay OF Ii a  cosay

Jim, (e —sine) = QP fim (57) = 4P Jim (6 =5) =
- . a - A e
=a><QPA1%r_r)10(Ecosa)—aaxQP

" Questo tipo di moto & detto moto rigido riferendosi al fatto che presi comunque tre punti di uno spazio essi non
cambiano le loro posizioni relative durante il moto. Questa analisi cinematica si adotta indifferentemente anche per il
moto di corpi rigidi.
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Sostituendo quanto trovato nella 4.1otteniamo

42) PP =00 +aa x 0P

Definendo la velocita angolare come il vettore”

43) w=aad

e introducendo i simboli Up, Vg, dall’ovvio significato, la 4.2 si scrive

44)  Bp(t) = Bo(t) + B(t) X QP

e rappresenta I’atto di moto, ovvero quella funzione vettoriale la quale associa a ogni punto di R’ la
sua velocita rispetto allo spazioR. Si osserva immediatamente che I’atto di moto éun campo

elicoidale, con tutte le proprieta che ne derivano. Nella 4.4 si ¢ introdotta la notazione di immagine,
che useremo di qui in avanti.

4.3. Formule di Poisson.Adesso diciamo che il punto P di RT sia tale che il vettoreQP
abbia lunghezza unitaria e che sia orientato secondo 1’asse ¢. Questo vuol dire in pratica che esso
coincide con il versore &;. In questo caso particolare la 4.4si scrive

d(0P) d(oq) _ 5 d(OP-08) _ 5 d(OP+00) _ -
& dr +wx1<=>_)T—w~xe1=>T—wxe1=>
dQP_—) 3 dgl_—> 3
@W—wxelﬁﬁ—wxel

Operando allo stesso modo con gli altri due assi di RI" ottengo altre due formule analoghe. Esse sono
dette formule di Poisson. Le riporto tutte e tre:

Se prendo ora un generico vettoreu solidale a RT (cio¢ ‘fermo’ rispetto RI) e ne calcolo la derivata
della immagine ottengo

3 3 3
_ d(u1£1 +uy&, + u3£3) _

> d(§1)+u d(§2)+u d(&;)

e 2 dt 3 dt

= &

Sostituendo le 4.5in quanto ottenuto si ha

= &

= w (@ x &) +uy (@ X &) +uy(& % &)

ovvero la cosi detta formula di Poisson generalizzata:

h

4.6) =@ x

Sk

?E la derivata rispetto al tempo del vettore rotazione, definito nella 2.14.
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Ma dalle 4.5¢ anche possibile ricavare 1’espressione delle componenti della velocita angolare in
funzione delle derivate dei versori di RI. Prendiamo ad esempio la prima delle tre e

moltiplichiamone scalarmente ambo i membri per &,:

3 d£1

&y dt 525X§1=§15 Xa 5§X§2=5 §3=(U3
Moltiplicando la seconda delle 4.5peré; ottengo

3 dé)z 3 — 3 3 3 — —) 3 3 — 3

83'%28 (L)XSZZSZ SX(U 8)(53:0)'51:0)1
Moltiplicando infine la terza delle 4.5 per &; ottengo

3 dé)?) 3 — 3 3 3 — — 3 3 — 3

Sl'EZS X€3:£3 SX =w " €X€1=a) 82:0)2

Per cui in definitiva abbiamo
5 dé 5 dés\ 3 5 dé)\ 3
47) 5 = (53 d 2) 81 + (gl - d_:) 52 + (gz - _1) §3

4.4. Derivata dell’immagine. Se % = 7(t) & un vettore mobile di R! allora la sua derivata
temporale rispetto allo spazio fisso R, cio¢ la derivata della sua immagine, risulta data da

48) L0 d”“) O L F(e) x (b

che si riduce alla formula di Poisson generalizzata 4.6 nel caso in cui U sia solidale a R!. Per
dimostrare questa relazione basta ricorrere alle tre formule di Poisson 4.5 le quali permettono di
scrivere

di@ _4(m0a0) d(0®40) du0i0)

dt dt dt dt
d 1 3 Uz &1 &2 d >
O 5 0+ 22O 8 1+ 29O 5 () 11 (029D 4 (9 22D 44, 220
d’;(t) +uy (0) (& % 61) + u, () (& % Ez) +uz (1) (@ X ‘93) =
d’;(t) +@ % (ur (D& + u (D8, + uz(D&;) = du(t) + & x (w (D& +uz (D8, + u3(6)%5)

4.5. Derivata seconda dell’immagine. Se i = #(t) & un vettore mobile di R' allora la
sua derivata temporale seconda rispetto allo spazio fisso R, cio¢ la derivata seconda della sua
immagine, risulta data da

23 125t
49) LEO_FTO L 5500 x B9 4 B8O, Gy + G(0) x (@(0) x T

Per dimostrare 1a 4.9 deriviamo la 4.8ottenendo:
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B dii(t) au(t di(o . =
4250 d( “ ) d( + 3@ ><u(t)> d(Tt ) d (@0 x i)
dt2 ~— dt dt dt + dt

Adesso applichiamo la stessa 4.8 al vettore % ottenendo

Piw  (dTEo . di®) 4(80 1)
dt? _< ae TeOx—g >+ dt

Sviluppando la derivata del prodotto vettoriale abbiamo poi

dzi(t) d2ut) di(t) dw(t) (t)

Ora sostituiamo la 4.8 nel terzo prodotto vettoriale:

d2u(t) dzu(t) du(ty dat) -~ . di( _ o= |
T + w(t) x 7 + Tt xu(t) + w(t) x T +w(t) xu) | =
Az du(t) d

- dlzgt)+a(t)x ’;Et)+ ‘Z(t) U + () x )+w(t)><(w(t)><u(t))
d2u du d ~

_ dzzgt)+a_5(t)>< Zit) “;() 3O + B(0) x ()+5(t)x(a(t)xﬁ(t))

Sommando i due addendi uguali si ha appunto la 4.9.

4.6. Primo teorema dei moti rigidi. Atto di moto. Preso il generico punto IT di R’
si ha che la sua velocita rispetto allo spazio R ¢ data da

4.10) By(t) = Bo(t) + @) x QL(E)

Infatti considerando la formula di Poisson generalizzata 4.6 si ha

= a 00 (v +ari() . —
doti(t) ( ) _doq(t) | dOri(t) dOQ(t)
4.11) prami p” == + ™ + w (t) X QH(t)

Dalla 4.10emerge che un atto di moto risulta essere sempre un campo elicoidale, che pud o meno
degenerare in un campo circolare. Si puntualizza inoltre che la distribuzione delle velocita dei punti
dello spazio R' rispetto allo spazio R & comunemente detta atto di moto dello spazio R’ rispetto allo
spazio R.

4.7. Secondo teorema dei moti rigidi. Preso il generico punto IT di R’ si ha che la sua
accelerazione rispetto allo spazio R ¢ data da
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4.12) dn(t) = do(t) + 229w QL) + B(t) x (5(1:) x ﬁi(ﬂ)

dt

Dimostriamo la 4.12derivando la 4.11e tenendo presente la 4.6. Si ha

doa® . — =
d20T1(t) _ ( a T (0 x arl( )> B d?00(t) N dw(t) y Q—Al:[)(t) L3 x daor(e)
dez dt — dt? dt = @ dt
d20Q(t) da(t) = dQIi(v)
= QII(t) + w(t =
_ dt? o * ®+a(0) x dt
d?00(t) dw(t) — . . =,
= + T x QII(t) + w(t) x | w(t) x QII(t)
Tabella riassuntiva dei moti rigidi
Velocita —~ (s _dg)z 3 3 _d§3 3 3 .dé?l 3
al’lgolare w = (":3 E (":1 + 81 E 82 + (":2 E (":3
Distribuzione

delle velocita

() = Do () + @(t) x QII(E)

dell’immagine

Distribuzione ds(t) = —
delle an(t) = ag(t) + 7 X QII(t) + w(t) X (5(1:) X QH(t))
accelerazioni t
Derivata di(t) _du(y)

+ @) x u(t)

dt dt

Derivata
seconda
dell’immagine

d%i()  dzu)
dt2 —  dt?

di() | da()
dt *

% T + @B(E) x (a(t) x ﬁ(t))

+ 2w0(t) X
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Capitolo 5. Cinematica relativa

5.1. Moto relativo di un elemento.Consideriamo un elemento E il quale si muova
rispetto a uno spazio R.,in cui sia fissato un sistema di riferimento RC(Oxyz) di versori principali
é,,8,,8; e rispetto a uno spazio R!, nel quale sia fissato un sistema di riferimento RI'(Q&n¢) di
versori principali &, &,, &.

La velocita angolare dello spazio R! rispetto allo spazio Reé detta velocita angolare di
trascinamento e viene indicata con la notazionew,.La posizione dell’elemento E sia il punto I1dello
spazio R!, coincidente con il punto P dello spazio R.

La velocita relativa dell’elemento E & la velocita dello stesso rispetto allo spazio R!; si indica 7. La
velocita assoluta dell’elementoE ¢ la velocita dello stesso rispetto allo spazio R; si indica ¥,. Si
trova la relazione

51 B, =0, + g + @, x QI
Infatti si ha

. _doP _dog o
Yo =g T Tdr ' dt

Applicando la formula dimostrata per la derivata dell’immagine, ovvero la 4.8, si ha in fine la 5.1

-

Va

—

doq + + + QI
= X
dt dt dt dr @

dofi  dog  dar =,

La velocita di trascinamento & la velocita del punto dello spazio R! occupato dall’elemento, rispetto
allo spazio R, istante per istante; ovvero coincide con il valore dell’atto di moto di R! valutato nel

punto occupato dall’elemento. Si indica v;. Dunque, ricordando 1I’espressione 4.4 dell’atto di moto si
ha

52)  B.(t) = Bo(t) + @, () x O

Dunque la 5.1 puo essere scritta in forma compatta come
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53) U, =0+

La accelerazione relativa dell’elemento E & la accelerazione dello stesso rispetto allo spazio R!; si
indica d,. La accelerazione assoluta dell’elementoE & la accelerazione dello stesso rispetto allo
spazio R; si indica d,. Applicando la 4.9 alla 5.1 si trova la relazione

A@,
dt

54) G, =a, +dq+ 2@, X+ xﬁ’+arx(arxﬁ’)
La accelerazione di trascinamento & la accelerazione del punto dello spazio R! occupato
dall’elemento, rispetto allo spazio R, istante per istante; ovvero coincide con il valore della

distribuzione delle accelerazioni di R! valutato nel punto occupato dall’elemento. Si indica d,.
Dunque, ricordando I’espressione 4.12 della distribuzione delle accelerazioni si ha

da(t)

55) C_i-t = C_l)ﬂ + dt

xﬁ+@x(@xﬁ)

Sostituendo questa nella 5.4 otteniamo per 1’accelerazione assoluta una espressione compatta
56) 4, =a, +d, + 2@, XD,
La accelerazione di Corioliso accelerazione complementare ¢ 1’addendo
5.6.b) d. = 2@, X v,

della accelerazione assoluta, che viene indicato d.. Con questa notazione 1’accelerazione assoluta si
scrive in modo compatto

I

- -
rta;+ag

Qu

57 dg =
Il significato fisico della accelerazione di Coriolis al momento mi sfugge.
5.2. Moto relativo di un corpo rigido.Qui prendiamo in considerazione tre spazi rigidi:

e o spazio R, che diciamo fisso, al quale associamo la terna RC(Oxyz);
e o spazioR!, che diciamo relativo, al quale associamo la terna RT(QEn¢);
e lo spazio R!, lo spazio di cui si vuole studiare il moto, al quale associamo la terna

RT(QE7'¢)
Diciamo poi

¢ moto assoluto quello di R/l rispetto ad R;
e moto relativo quello di R!! rispetto ad R!;
¢ moto di trascinamento quello di R! rispetto ad R.

Sulla scia di queste definizioni seguono le altre tre definizioni seguenti

¢ indichiamo @, la velocita angolare del moto assoluto;

48



¢ indichiamo @, la velocita angolare del moto relativo;
. . . — RS . .
¢ indichiamo w; la velocita angolare del moto di trascinamento.

Si trova allora che la velocita angolare assoluta ¢ data da
58) Wy =W+ &

Per dimostrarlo consideriamo i punti materiali E;,E, solidali allo spazio R!l le cui posizioni
coincidono rispettivamente con 1 punti

P, P, diR;
e II,M,diRl
o nl,mldirl.

Considerando il moto relativo dei due punti materiali rispetto allo spazio fisso R e allo spazio mobile
R!, in base alla 5.1 si ha

UaEl = ‘,})T'El + ﬁﬂ + 5-[ X in
5.9) TE ot
vaEz = ﬁT‘EZ + 1_7)9 + 0_))-[ X QHZ

Sottraendo membro a membro abbiamo

5.10) Bap, — Vg, = Drg, — Drg, + Br X (Q;n1 _ 5—’712)

Adesso invece consideriamo la velocita dei punti ! , le di R!l rispetto a R!. In base alla 4.10 si ha
(o)

5.10) id (minlz')

dt

—_—

 —

2

- -

= Upp, = Vg + &y X Q|1'[|1

QU

e ——

= Dyg, = Vg + @ x QI

Sottraendo membro a membro abbiamo
5.11) Bpp, — By, = @y X (an'l - an'z)

Sostituendo la 5.11 nella 5.10 abbiamo

5.12) Bap, — Vas, = @y X <an'1 - an'2> + @, x (Qﬁl — oI, )

dove ho opportunamente introdotto la notazione di immagine per avere tutti vettori di R.
consideriamo la velocita dei punti m!, le di R!l rispetto a R. In base alla 4.10 si ha
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d(omn - - — A
u=vmgl=vn+a)a><ﬂl'[1

5.13) {
WO — 5, = g + @, x QUL

Sottraendo membro a membro abbiamo
5.14) Bag, — Bag, = Bq X (in - QHZ)

Sostituendo la 5.14 nella 5.12abbiamo allora

G, (O~ B;) = &, (@] - ) + i, (AT, - BI;)

& Gy x (-1 - ) = x (-1 - ] ) 4 i (T - O;)

& @y x T, = &, x M, + &, x 11,

= [1;II, si hain fine

N —

Poiché poi evidentemente H|1H

(&g — &y — &) XT3, =0 VI, 1, & &y — @ — &y =0

Tabella riassuntiva dei moti relativi
5.3) velocita assoluta 5oL
) dell’elemento Va = Ve T Vr
5.2) velocita di trascinamento Uy = Vg + Wy X ﬁ‘f
5.7) accelerazione assoluta 2 o =
) dell’elemento dq = Gy + 0r + dc
5.5) accelerazione di L. do,(t) = _ L =
. trascinamento d = aq + X QIl + w; X (wr X QH)
5.6.b) | accelerazione di Coriolis 4. = 2@, X B,
5.8) velocita angolare L=
' assoluta di uno spazio Wq = W + Wy
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Capitolo 6. Cinematica di moti rigidi notevoli

MOTO TRASLATORIO
6.1) definizione Le tre funzioni &, £,, & sono costanti
6.2) velocita angolare La velocita angolare di R! rispetto a R & nulla
6.3) atto di moto U (t) = Uy (t)
distribuzione delle R .
64) accelerazioni dn(t) = do(t)
0P =04 + 01
6.5) moto relativo B, =V, + Dy
C_ia = 37- + C_l)_Q
z
6.6) R
0
X
e,
MOTO PIANO
. . . |
6.7) definizione Emste un piano di R sefnpre SOYI‘&ppOStO aun
piano di R . Tale piano ¢ detto piano del moto.
RN . | . N
6.8) velocita angolare La velocita angolare _d)l R 'rispetto ad Re¢datada
w = 0é;
6.9) atto di moto Dy = Vg + 065 % ﬁ
6.10) distribuzione delle . R e
' accelerazioni apg = aq +0é; X QI — 0°QI1
X =xq+&cosf —nsinb
Yy =Yq+¢&sinf +ncosf
6.11) moto relativo z=¢

- -

Dy =By + Dy + 065 x QI1
4, = dg + a, + 2085 X U, + 66, x QI — 62QI1
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centro di istantanea

—, B0é3 X Vg

6.12) rotazione 0 = g + 665 X 2C = OC = 041 + 3z
é;
&3
z
6.13)
0 —>
y 0!
X
/él /
el
MOTO ROTATORIO
Esistono due punti di R! in quiete rispetto R .
6.14) definizione L’asse passante per essi ¢ detto asse di rotazione.
E’ un particolare moto piano.
IURS . | . BN
6.15) velocita angolare La velocita angolare _d)l R .rispetto ad R ¢ data da
w = 0é;
6.16) atto di moto D = 06,5 X ﬁ-f
6.17) distribuzione delle . P SEA
' accelerazioni an = 0é; x QI — 67Qll
x=§cosf —nsinf
{y =¢sinf +ncosb
6.18) moto relativo z=¢
va—vr+963><ﬂl'[
G, =@, +208, x5, + G5 x QM — 62QI
6.19)
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MOTO SFERICO

Esiste un punto di R! sempre sovrapposto a un

6.20) definizione punto di R

La posizione del sistema di riferimento mobile
6.21) sistema di riferimento | rispetto al sistema di riferimento fisso ¢ individuata

dalle due anomalie ¢, 3 e dall’angolo 61

&, = (cos ¢ cosp — sin ¢ cos O sin)é; +
+(cos ¢ siny — sin @ cos 6 cosP)é, +
+(sin @ sin 0)é,

&, = (—sin @ cosy — cos ¢ cos O sin )&, +
+(—sin @ siny + cos ¢ cos 0 cos P)é, +
+(cos ¢ sin B)é;

& = (sinfsiny)é, +
+(—sin 6 cosy)é, + (cos )é;

6.22) relazioni fra i versori

velocita angolare nel wg = 0 cosg +1Psinf sing

6.23) sistema di riferimento Wy = —@sing + P sin @ cos @

1 3 .
mobile w; =@ +Pcosb

velocita angolare nel Wy = 9 cosy + @ sinf siny
6.24) sistema di riferimento wy = 0siny — ¢ sin6 cosy
fisso*

w, = ¢ cosB + P

—_—

6.25) atto di moto By =@ X an
distribuzione delle L de = L, =
6.26) accelerazioni an =4 % T+ @ % (a) X QH)
B, =0 + @& x QI
6.27) moto relativo do —

' Le anomalie sono angoli presi con segno. Il terzo angolo non richiede la specificazione di un segno in quanto &
sufficiente la sua ampiezza a definire completamente la posizione del sistema di riferimento mobile.

? Queste relazioni si ricavano, con un po’ di pazienza, osservando la figura.

3 Queste relazioni si ricavano utilizzando la formula 4.7.

* Queste relazioni si ricavano sostituendo in quelle precedenti le espressioni trovate per i versori del sistema di
riferimento mobile.
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6.28) _________________
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Capitolo 7. Cinematica del generico moto rigido

7.1. I sistemi di riferimento. Fissiamo i seguenti sistemi di riferimento

terna fissa RC(0;x,y,z) = RC(0;@e4,8,,€3)
terna con origine nel baricentro e
orientamento invariabile rispetto alla RC!(G;x!,y!,z") = RC!(G; éll, élz, é|3
terna fissa
terna centrale di inerzia RI(G;&,1,0) = RI(G; &4, &,, &3)
generica terna solidale al corpo rigido Rr!(Q;¢,7,¢!) = Rr!(Q; 2"1, 2"2, 2‘|3

7.2. La velocita angolare. Si rileva che

1) il moto di RT rispetto RC! & sferico di velocita angolarei}’; = wfa + w,,é} + w(g
2) il moto di RC! rispetto RC & traslatorio di velocita angolare @, = 0
3) il moto di RT rispetto RC ¢& rototraslatorio di velocita angolare W, = W; + ®, = @,

| | Al Al

4) il moto di RI! rispetto RC I & sferico di velocita angolare Eir = ooéﬂ.?:1 T w, &+ wE; =

&)

= _ =

5) il moto di RT! rispetto RC & rototraslatorio di velocita angolarewll =w, +w, =w,
In base a quanto visto nel capitolo 6 per il moto sferico si ha

wg=0cos@ +1Psinfsing
7.1) {w,=-0sing+YPsindcosgp
w; =@ +Pcosh

essendo 0, ¢, P gli angoli di Eulero che definiscono la posizione di RT rispetto RC!.

7.3. Il momento totale della quantita di moto. Considerando il moto assoluto,
ovvero il moto del corpo rispetto RC, si dimostra che

(T8 Tay Jag\ [wg
g|3) —Jetg Tg —Tpig || @n
—Jeot g g @l

72) Ko=MgxGa+ (2 ¢

N 2
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essendo M la massa del corpo. Infatti dalla definizione di momento totale della quantita di moto si
ha

K, = 5 (3(P) x PA)p(P)dV = 5 ((ﬁ(ﬂ) + @), x OP) x ﬁz’) p(P)dV =
- 5 (3(Q) x PA)p(P)dV + 5 ((5}1 x OP) x ﬁz’) p(P)dV =
= () x J Php(P)dv + / (@, - PR)OP — (&, - P)@,) p(P)aV =
= B(Q) x 5 PQp(P)dV + 5 (@ - PR)QPp(P)AV + 5 (QP - QP& p(P)av =

= 5(Q) x [ POp(P)dV + J (&), - PA)QPp(P)aV + @\, | [P p(P)dV
\%4 %4 %4

Per il primo addendo si ha
[ QPp(P)dV
7(Q) —JV[VT = 7(Q) X (-MQG) = B(Q) x MGQ

Per il secondo e il terzo addendo si ha

—[ (€' + oy’ +w¢YaPp(PYAV + iy [ (67 +11° +¢1°) p(Prav =

-~ 3
- (El & £|3)£ (g + wyin' + wudl) (n')p(P)dV +
(I
[
w(| 14

wyf'z + wnlf'n' + w;|f'('
;'3)5 wgi§n! + w,,m'z +wn'¢l | p(P)aV +
w;lf'(' + wnmlfl + wd('z

I

I
VoS
2
20

wag® + wen!” + w;lflz\
A)J | 0e” + o+ wyg” pPrav =
wg|€'2 + w(lnlz + wglf'z
—wy &t = wngld + (wpm” + wag?)
A)J | —waetn! = wgm'd! + (w6 +w,¢%) | p(Prav =
0§l = w, !¢l + (wgls"z + w(lnlz)
= [ (0pgn!+ wqg¢p(P)av + f (wem'® + wad®) p(PYav
)| 1 @agh! +wan'?)pP)av + [ (w" + 0,0 p(Prav

-/ (ag'¢! + w,m'¢)p(P)AV + ) (0™ + wn'™) p(Pav

+
N
L2
20

l

Il
~
N

[N
o

Il
N
S
o2

Ricordando la definizione di momento di inerzia e di momento misto di inerzia, si ha la 7.2. Se in
particolare prendiamo come polo del momento totale della quantita di moto il baricentro G del corpo,

la 7.2 porge
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_ ]gl _]flﬂl _]glql Wy
g'g) ety Tyt Ty || @yl
—Jag =Ty el @l

N

73) Ko=(z

2

Considerando poi il moto relativo al baricentro, ovvero il moto rispetto al sistema di riferimento RC l
in base alla 3.39 (dimostrata per i sistemi di elementi e dunque valida, in particolare, per i corpi
rigidi) abbiamo

_ ]gl _jglnl _jglql Wel
§|3) —Jelg Tg —pig || @n

74) K6 =K; = (4
ezt g g @l

2

essendo appunto K¢ il momento totale della quantita di moto del moto relativo al baricentro, ovvero
del moto sferico rispetto a RC!. Si ricorda (vedi equazione 3.38) che nel moto relativo al baricentro il
momento totale della quantita di moto ¢ indipendente dal polo rispetto al quale lo si calcola.

Se in particolare il sistema di riferimento RF'(Q; & |,n|,{ |) = RF'(Q; él, é;,éé), che abbiamo detto
essere un generico sistema di riferimento solidale al corpo rigido, coincide con la terna centrale di

inerzia RT'(G; &,1,0) = RT(G; ,,&,, €3), allora la 7.2 si scrive

75) Ks=Mbox GO+ (& & &)|0 J, O (w,,)
0 0 J; we

e la 7.4 diventa

_ Jg 0 0\ jog
76) Ki=Ks;=(& & &[0 J 0 (“’n) = Jewe €y + Jywyé; + Jrweés
0 0 J)\o¢

7.4. Derivata del momento totale della quantita di moto. Derivando nel tempo
la7.2 si ha

N —

‘ Jao ey —Jeg\ [we
7.7) K, = (Mdg x GQ) + Mg x ¥ + &, X (gl é gé) ey Ty Iy || @t |+

—Jag Iy Jg @l
e Aag Taq\ (¢
+(d & g;)<—15,7 Iy —1,,<><a:>n>

ezt —Jpiot o Jo Wl

N —

Sviluppando i calcoli (vedi I’ultimo paragrafo per i dettagli) nel secondo e terzo addendo abbiamo

7.7.bis) K, = (Maq x GO) + Mg x by +
~Jeig@e @l + i1 (@a? = wp?) + (Jo1 = J 1) @101 + ]l @g1 + J 1 @gt = Jelpi @1 = Jelz161
+ (Q & sl) et = Ja)wgiwg = J @i + el (@ = 071%) + ] 101 @101 = Jelpi @l + ] 1@, = J1210]
Uy —Je)wgwp = Jigiwgag + e (@17 = 0gi®) + Jelg1wpig = T @el = J1o1@,1 + o1
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Se il polo ¢ il baricentro si ha in particolare

]gl _]glnl _]glgl w§|

z.

78) K; =KS =a‘5a><(é1 &l %) —Jey Tg g || @0t |+
Jaa Iy Iz @l
Jao —Jey —Jeg\ /@l
+(gl él g|3) ey Tyt T || @y

—Jegt —Jpizt o Jo Wl
che, tenendo presente la 7.4, si pu0 scrivere pill brevemente

g Tag g (@6
g|3) e Tt Ty || @y
ezt Tzt Jg Wl

~
N

79 Ko=Ko=8,xKo+(d 2

|
2

2l Al

Se in particolare il sistema di riferimento RF'(Q; & |,n|,{ |) = RF'(Q; &, ez,é|3), che abbiamo detto
essere un generico sistema di riferimento solidale al corpo rigido, coincide con la terna centrale di
inerzia RT'(G; &,1,0) = RI(G; ,, 4,, &5), allora la 7.7si scrive

‘ Je 0 0\ [ar
7.10) K= (Mdq X GQ) + Mg x g+ @, x (& & &) 0 Jy 0oy |+

0 0 J; 0%
+(E& & &0 S, 0 <wn>
0 0 J; w¢

e la 7.9si scrive

L Je 0 0\ /g
711) K, =KS =@, xK+(& & &0 J, 0|fa,
0 0 J;/)\a

7.5.KGC e Dellissoide centrale di inerzia. Si dimostra che

® il momento totale della quantita di moto calcolato rispetto al baricentro, ovvero il momento
totale della quantita di moto del moto relativo al baricentro, ¢ ortogonale alla superficie
dell’ellissoide di inerzia relativo a G, nel punto in cui tale superficie é intercettata dal vettore
wgapplicato nel baricentro.

Per dimostrare questa affermazione consideriamo intanto che I’equazione cartesiana dell’ellissoide
centrale di inerzia, rispetto alla terna centrale di inerzia RT'(G; &,n, {) si scrive

702) J 4t )ity ot L o € g
' § n ¢ x/le  x/ly  x/g x/Je  x/ly  x/g
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dove y ¢ un qualunque numero reale positivo avente le dimensioni fisiche del prodotto di un
momento di inerzia per una lunghezza al quadrato. La scrittura parametrica, in coordinate polari, di
questa equazione (vedi le tue sintesi di geometria analitica) si scrive

1
7.13) p(0,¢9) = - —— T 2
cos%6 . cos® ¢  sin 3
\/X/]( 'szg< x/lgp' x/h;p)
{9 € [0, 7] ¢
@ € [0,2m] P

Ricavo ora i valori delle coordinate angolari che
individuano la posizione della retta orientata la quale

passi per G e abbia direzione e verso definiti dal vettore G —
@, Tenendo presente che 2
§
aa = O)fé\l + wnéz + 0)((‘?3 / (p
&

segue

Wg = Wq Sin 6 cos @
7.14) { Wy = wgsinfsing
W; = Wq COS 6

Sommando membro a membro i quadrati delle prime due delle 7.14abbiamo
we? + wp? = wy*(sin® B cos® @ + sin® §sin® ) = w,” sin® 6 =

7.15) sin?@ = CEten

wg?

Dalla terza delle 7.14abbiamo subito

7.16) cos?8 =

wfz
wq?

Sostituendo poi le 7.15, 7.16nei quadrati delle prime due 7.14rispettivamente, si ha

2

2 2 w
2, 29 @y 2 2p)=—9%5
W™ = Wq wg2 cos™ ¢ cos"¢ wg?+wy?
7.17) 2., 2 = 2
w2 = wy? L Gin? sin2¢gp = —21
n a wg2 % @ w§2+wn2

Inoltre dalle 7.14si ha subito

sin 6 cos ¢ =%
7.18) sin @ sin ¢ =?
k cosh = =%

Wq
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Sostituendo le 7.15, 7.16, 7.17nella 7.13abbiamo che @, (applicata in G) intercetta I’ellissoide
centrale di inerzia in un punto a cui corrisponde un raggio vettore di lunghezza

w
7.19 = =
' [
2 2 ¢ n_,*¢ n
x//f(‘”f Tn )k s xn
\

Considerando poi le 7.18con la 7.19abbiamo che il punto di intersezione fra @, (applicata in G) e
I’ellissoide ha coordinate

(f psinfcosp = p—f

a

{n =psinfBsing =pw—:>

{ =pcosf = p—{
\ a
(& = b¢
T (et :
(4) (})E +(4)r, wa +a)11
x/Jg i Hweton?) x/lg Xy
\ /
— Wy
T’ - w2 wnz \
720) { wg w§2+wn2 . a)$2+a)172 —
x//f(“’fzm’?z)\ s xn )
\
— w¢
Z - w2 wnz \
wg w§2+wn2 . a)$2+co172
Xz +(“’fz+w"2) e xln
N
f = a);/R
=<{n=wy/R

Calcolo ora il piano tangente all’ellissoide in tale punto. A tale scopo considero 1’equazione
cartesiana 7.12la quale porge per il piano tangente relativo al generico punto (&y, 1o, o) 1’equazione

, %o
/

E—-¢)+t2—F—Mm—-n)+2—F—@—-{) =0
/]n /]
fo]f(f o) + noJy(m—1n0) + o) (=) =0

Un vettore perpendicolare a tale piano risulta essere dato da
U= 8(01551 + 770]1752 + (0](52

Il valore di tale vettore nel punto 7.20¢ dunque

60



5 wglgx  wplp x| W7 x
717) v=—"2F + ulli &+ dJ¢ é;
R R R

Ma questo vettore ¢ parallelo a K6 = I_(>G = ]gwfgl + ] a)ne;f; + ]{wggg(equazione 7.6) e dunque la
tesi ¢ dimostra.

7.6. Momento totale della quantita di moto nel moto sferico. Si dimostra che

® el caso di moto sferico di centro (),il momento totale della quantita di moto calcolato
rispetto al polo Qrisulta ortogonale alla superficie dell’ellissoide di inerzia relativo al punto
(), nel punto in cui esso e intercettato dall’asse di istantanea rotazione.

Sia infatti RC(0; x,y,z) il sistema di riferimento fisso e RI'(Q;¢&,n,{) il sistema di riferimento
principale di inerzia relativo al punto (2, centro del moto costantemente sovrapposto a (2. Allora, in
base alla 7.5, il momento totale della quantita di moto rispetto al polo 2 si scrive

718) Ko=(& & &[0 Jy O <wn>=]fwg§1+]nwn§z+sz§3
0 0 J;)\@

Mentre I’ellissoide di inerzia relativo al punto (2, rispetto agli assi principali di inerzia ha equazione
7.19) Je&% + Iyn* +J;¢* = x

Quindi, come si vede, ci troviamo in una condizione formalmente analoga a quella discussa nel
paragrafo precedente. Ne segue la tesi.

7.7. Appendice matematica.ln questo paragrafo riporto i calcoli attraverso i quali si
sviluppa I’espressione 7.7 della derivata del momento totale della quantita di moto, nella 7.7.bis. Il
secondo addendo della 7.7 si scrive

o We| o ];I _]glnl _jglgl We|
@2 D(%)@a D(ow n (=)
@l —Jeg =y T @l

(s aea = Tagey ez
=(& A )| o |x(d & )| Temwq +Ipon=Tyaeq | =

—Jelg gl = i@yl + J 1wy
2l al al

€3
Wl =

2l

2
ol
S wel = Jelgl 0yl = Jeiglwgl  —Jelygl@g + Jpiwpr = Jic1@g —Jelgl@gl = Jpiglwyl + Jeiwyg
[ Heaaegey = Jygeg® + ey + g oge = oo + g
= (l el g|3) Je@gwg = Jelgiwpi@g1 = Jeiz1wg? + Jel g1 @gi® + Jiz10p10g — Jrwawg | =

—J el @g? + Ji@g @l = A @awg = Je@gwpl + Jelpi0,% + Jglz10101
[ Hageawy — Jigt@pi® + (g1 = D) @11 + ] 10101 + ] 1 1@;12
= (i el é) et = Ja)wgwg = Jeyiwpip = T wa® + o + Jiwg o, | =
~Jelg@gt® + (I = Je1)@e @1 = Lol @g@gl + el @p1* +J 110101

é
= A 1)
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N + i (@g® = w?) + (o =y )@giwp + Jepwgwq)

= (é' 3 3'3) Ugt = Ja)wgwe = Jeigwpiwg + Jeiol(@q? = @71%) + ] ig1 @z 0,1
Uy = Je)wgwy = Jyigweiop + J el (@y1® = 0g?) + Jz1wpiwq)

n §HE ni¢IETe '\ ¢ §i¢ e

Il terzo addendo si scrive

Jeoo et —Jeigl\ /@l Je@gl = e @yl = Je1210¢1
(gl el g|3) ey T g || @y | = (é\l el é'g) gl @gl + i@ —]n|g|(f'>g|
—Jelgt —Jpizt o Jo We| —Jelg @gl = Jylg1@y1 + Jr1 @]

Dunque in definitiva si ha

R, = (Mg x GO+
[ Taawaoy + i (wn? = wp?) + (o1 = J ) @gwp + g + Ja@g = J i@y = gl
+ (é' 5 é') Ut = Je)wgwg = Jeiyi@giop + e (@a? = wg?) + Jia@g @l = Jelyi@g +J 10,1 = Tyl
Uy = Je)wgwp = Jigiwgag + Jepi (@17 = 0gi®) + Jelglwpiwg = T @el = J1o1@,1 + o1

GENERICO MOTO RIGIDO
terna fissa RC(0;x,y,z) = RC(0;é4,€,,€3)
terna con origine nel baricentro e
orientamento invariabile rispetto alla terna RC!(G;x!,y!,2") = RC!(G; é'l, é'z, é|3
fissa
terna centrale di inerzia RI(G;&,1,{) = RI(G; &4, &,, &3)
generica terna solidale al corpo rigido RT!(Q; &, 7!, ¢!) = Rr!(Q; ?:ll, 2"2, ?:|3

momento totale e AHag g (@
della quantita di ﬁnz]vﬁ;’nxﬁi+(:gll gl g's) ey Ty Ty || @y

moto —Jeg Ty T @

‘ Ja e g\ [wg
derivata del 13 x (g &l ;I) et T i || @nt |+
momento totale ¢ o —Jas =T Tl Wel
cx g glg ¢ ¢
della ?r?(ir(l)tlta di Joo =] 5|77| —Jelgl\ [/ @¢l
+ (81 il g;) <—];|,,| . —],,|(|> <d-)nl>
_jglgl _]n|(| ]{| @yl
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1l momento totale della quantita di moto calcolato rispetto al baricentro, ovvero il momento
totale della quantita di moto del moto relativo al baricentro, é ortogonale alla superficie
dell’ellissoide centrale di inerzia relativo a G, nel punto in cui tale superficie e intercettata dal
vettore W, applicato nel baricentro.
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Capitolo 8.Sollecitazioni

8.1. Sollecitazioni equivalenti. Ricordo le due definizioni seguenti:

e i dice esterna la sollecitazione costituita dalle forze attive e dalle forze vincolari, ricordando
che le forze attive sono poi I’insieme delle forze effettive e di quelle apparenti';

¢ i dice internala sollecitazione costituita dalle forze che gli elementi si scambiano fra loro;
anticipo che la risultante di tale sollecitazione ¢ nulla e il suo momento totale ¢ nullo rispetto
a ogni polo, in base alla seconda legge di Newton (vedi la parte sulla dinamica dello schema
particellare).

Due sollecitazioni si dicono equivalentiquando

e hanno la stessa risultante;
¢ hanno lo stesso momento totale rispetto a ogni polo.

8.2. Criteri di equivalenza. La definizione di equivalenza all’atto pratico non permette una
verifica facile dell’equivalenza fra due sollecitazioni; questo a causa della seconda proprieta
richiesta, la quale implica il calcolo di due una funzioni vettoriali (due campi elicoidali per
I’esattezza)ovvero i momenti totali di ciascuna delle due sollecitazioni, i quali devono essere poi
confrontati fra loro.Tuttavia ¢ possibile procedere alla verifica dell’equivalenza in modo molto piu
semplice, ricorrendo ai due criteri seguenti.

¢ Primo criterio di equivalenza. Due sollecitazioni sono equivalenti se e solo se

1) hanno la stessa risultante
2) hanno lo stesso momento totale rispetto a un certo polo

Infatti si dimostra che se vale la 1 e la 2 allora il momento totale ¢ lo stesso rispetto a ogni polo.
Diciamo che siano F, M, la risultante e il momento totale, rispetto al polo A, di una delle due

sollecitazioni; siano poi F'.M 4 le analoghe grandezze dell'altra sollecitazione. Allora, ricordando la
definizione 1.15 del momento totale, si ha

Wa= Y (ixPB) = Y (fix (PA+4B)) = Y (fi x Pd) + Y (fi x AB) =
i i : -
= W, + ) (f)) X AB = M + F x 4B
i
Dunque abbiamo
81) MB:MA+ﬁX14_B)

Ma essendo per le ipotesi 1,2 vero che M = M L€ F = F', allora abbiamo

' Le forze effettive sono quelle che non variano (nel senso che mantengono intensita direzione e verso) cambiano il
sistema di riferimento; quelle apparenti sono quelle che variano al variare del sistema di riferimento e sono legate
all’inezia del sistema di punti material.
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Mgz =M, +F xAB =M, VB
e la tesi ¢ dimostrata.
¢ Secondo criterio di equivalenza. Due sollecitazioni sono equivalenti se e solo se

e sono ordinatamente uguali i momenti totali rispetto a tre poli non allineati

Utilizzando la simbologia del punto precedente diciamo allora che risulti MA =M " M B = M B Mc =
1\71)6, con A, B, C non allineati; allora, considerando la 8.1, si ha

Mg =M, +F xAB = M) + F x AB
M}, =M, +F x 4B —= M, +FxAB =M, +F x4B <
Mszﬁé
& FxAB=F xAB & FxAB—F xAB =0 (F—F)xA4B =0

Questo non permette di concludere che le due risultanti sono uguali, perché esse possono non essere

BN

uguali ma se il vettore F—F'¢ parallelo al vettore AB, allora si ottiene il risultato di cui sopra.
Tuttavia in modo analogo si prova che

(F=F)xAC =0

Ora per ipotesi i poli A, B, C non sono allineati e dunque le due relazioni trovate sono valide se e

solo se sono uguali le due risultanti, perché se cosi no fosse, il vettore F — F’ dovrebbe essere
parallelo a due vettori non paralleli fra loro. Poiché poi i momenti totali rispetto a uno stesso polo
sono uguali, allora si ha la tesi, sfruttando il primo criterio di equivalenza.

8.3. Sollecitazioni riducibili a zero. Una sollecitazione si dice riducibile a zero quando

¢ harisultante nulla
¢ ha momento totale nullo rispetto a ogni polo

Allora in base al primo criterio di equivalenza ¢ possibile affermare che una sollecitazione &
riducibile a zero se e solo se

¢ harisultante nulla
¢ ha momento totale nullo rispetto a un polo

perché in questo modo tale sollecitazione risulta equivalente a quella descritta nella definizione di
sollecitazione riducibile a zero.

Sfruttando invece il secondo criterio di equivalenza possiamo affermare che una sollecitazione ¢
riducibile a zero se e solo se

¢ ha momento totale nullo rispetto a tre poli non allineati

8.4. Trasformazioni elementari. Usando il primo criterio di equivalenza si dimostra
immediatamente che data una sollecitazione, allora se
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® aggiungo o sottraggo una coppia di braccio nullo
e sostituisco piu forze applicate in un dato punto, con la loro risultante applicata in quel
medesimo punto

ottengo una sollecitazione equivalente a quella di partenza. Queste due operazioni sono dette
trasformazioni elementari e sono molto utili per rendere una sollecitazione data di piu facile
analisi.

8.5. Riduzione della generica sollecitazione. La riduzione di una sollecitazione
consiste nella sua trasformazione in una sollecitazione equivalente che sia costituita da una forza e da
una coppia. Quest’ultima sollecitazione ¢ detta sollecitazione ridottadella sollecitazione di partenza.
Data allora una sollecitazione di risultante F e di momento totale rispetto al polo A dato da M 4, 1a sua
riduzione & la sollecitazione costituita dalla forza F applicata in A e dalla coppia ¢ = MA.
L’equivalenza si dimostra immediatamente attraverso il primo criterio di equivalenza (stessa
risultante e stesso momento totale rispetto al punto A), o se si vuole si puo considerare che il
momento totale della sollecitazione ridotta rispetto al generico polo P ¢ dato da M p= MA +F xPA

e dunque, considerando la 8.1, ¢ uguale a quello della sollecitazione di partenza.
Si osserva che

¢ laridotta di una sollecitazione data non & unica: al variare del punto A, cambia il valore della
coppia;

® se si pensa alla forma del campo elicoidale, si deduce che se il punto A appartiene all’asse
centrale, allora la coppia ¢ parallela alla forza stessa;

® i ha equ2ivalenza a una forza e una coppia nulla se e solo se il campo dei momenti ¢
circolare.

8.6. Casi particolari di equivalenza. In questo paragrafo descrivo la riduzione di
alcune delle sollecitazioni che piu frequentemente si incontrano nella pratica.

¢ Sollecitazione dei pesi. Dato uno schema particellare di massa totale M, la sua ridotta ¢ la forza
Mg applicata nel baricentro; dunque in questo caso la ridotta ha coppia nulla. Per verificare che
questa sollecitazione sia realmente equivalente a quella di partenza, constatato immediatamente che
la sollecitazione di partenza ha stessa risultante della ridotta, non ci resta che valutarne il momento
totale. Si ha

MA=Zmi§xﬂ)=2mi§xﬁ+2mi§xﬁ=g*XZmiPTG+Mg*><E4):
i T i i
- mlPlG - - - A - - - -
= GxM ) o+ Mg xGh = §x GG +Mg x GA = Mg x GA

L

Dunque il momento totale della sollecitazione dei pesi coincide effettivamente con quello della
sollecitazione ridotta indicata.

* Se il campo del momento totale & circolare allora la sollecitazione costituita solo dalla risultante applicata a un punto
qualunque dell’asse centrale (tra 1’altro la risultante ¢ parallela caso all’asse centrale) ¢ equivalente a quella data per il
primo criterio; viceversa se la sollecitazione data ¢ equivalente a una forza e a una coppia nulla, allora il momento totale
si deve annullare nel punto di applicazione della forza, ma questo significa che il campo del momento totale ¢ circolare,
perché il campo elicoidale non assume mai valore nullo.
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¢ Sollecitazione delle forze apparenti nel caso di moto traslatorio. Diciamo di studiare uno
schema particellare rispetto a un sistema di riferimento il quale si muove di moto traslatorio, con
accelerazione di trascinamento d,, rispetto a un sistema di riferimento inerziale. Allora la
sollecitazione costituita dalle forze apparenti dovute al moto relativo si riduce alla forza
M applicata al baricentro. La verifica di questa equivalenza si conduce come nel punto precedente,
basta sostituire a g 1’accelerazione di trascinamento.

¢ Sollecitazione piana costituita da due forze concordi. Intanto ¢ immediato constatare (ci si aiuti
con la figura) che il campo dei momenti € un campo circolare il cui asse centrale si trova nel paino
che contiene le due forze.

Volendo cercare 1’asse centrale del campo dei momenti
si pud anzitutto osservare che esso deve trovarsi tra le
rette d’azione delle due forze, perché altrimenti non c’e
modo che il momento rispetto ai suoi punti sia nullo.
Ci0 detto consideriamo il segmento P; P, e cerchiamo la
sua intersezione Q con 1’asse centrale. Il momento totale
rispetto a tale punto ¢ dato da

MQZEXPTQ)JFEXP?Q:
= fi X 2PiP; — fo X (1= )PP, =
=Af1><@)—(1—@f2@=
= (Afl—(l—/l)fz)xPle

essendo A€]0,1[. Ora Q & un punto dell’asse centrale se e solo se il momento totale rispetto a esso si
annulla. Impongo dunque I’annullamento e ricavo A :

(AUfi—A=-Df)xPP =01 —(1-Df, =0
it —(A=Dfef =02 1i- A -V, =021t =0

‘:)/1(/(1+f2)_f2:0‘:’)h:f1+f2

Dunque la sollecitazione data ¢ equivalente alla forza F= fi + f> applicata nel punto Q individuato
sopra, o in qualunque altro punto dell’asse centrale. Infatti questa sollecitazione ridotta presenta la
stessa risultante della sollecitazione data e lo stesso momento totale rispetto al punto Q; dunque
I’equivalenza ¢ provata dal primo criterio di equivalenza.

¢ Sollecitazione piana costituita da una coppia e una forza. Anche qui
il campo dei momenti deve essere circolare con asse parallelo alle rette di
azione delle due forze; tuttavia il suo asse centrale non si trova nella
porzione di piano fra le due rette d’azione, ma all’esterno. Procedendo
come sopra si ha

MQ:EXTQ)‘FEX@):
= fi X APP, + f, X (AP;P, — PP,)P, P, =
:(f1/1+f2P1P2(/1_1))XP1P2

67



Per trovare 1’asse centrale dobbiamo imporre 1’annullamento di questo momento. Si ha

flllf'_fzplpz(l_l)fz Oﬁfll_fzplpz(l_l) =0
@fll‘l_fzplpzll‘}'fzplpz = 0@
S (fi — LP1P)A+ [P P, =0 &
P, P.
- 1= f2P1P,
f2P1P; — fi
Il segno di A dipende dalla intensita delle due forze; in particolare la configurazione indicata in
figura corrisponde al segno positivo. In caso di segno negativo I’asse centrale si trovera nell’altro
semipiano esterno alla striscia contenuta fra le due rette d’azione.

¢ Sollecitazione centrifuga. Un corpo rigido ¢ solidale
al sistema di riferimento RT(Q;¢&,7n,{); il sistema di a
riferimento assunto come fisso sia RC(O;x,y,z), con
0 =Q e z={. Presa la porzione elementare dm del A
corpo, la forza apparente a cui essa ¢ soggetta, in base

alla 5.4, e data da
Q |\d.m

gl

N

1
N

. dw; — — P
df (P) = < dtf X QP + @, x (d; x QP)) dm
/ n
. o 0=1 S

Assumendo che la rotazione avvenga con velocita >y
costante e che sia antioraria, ci si riduce a /

df(P) = (cT)T X (@, x ﬁ)) dm = w2QP X

$

~

essendo Q la proiezione di P sull’asse z. Cio detto i
casi che possono verificarsi sono tre.

1) Equivalenza a una coppia. Si realizza questa evenienza se e solo se 1’asse di rotazione, cio¢
I’asse z, passa per il baricentro. Infatti I’equivalenza a una coppia si ha se e solo se ¢ nulla la
risultante della sollecitazione; ma la risultante® & data da

. S . ¢ 3
F=[df(P)=] w2QP-pdV = | w? (n)pds‘dn =w? [ (n)pdfdn =
\%4 \%4 74 0 \%4 0
¢ ¢
= w? [ (n) pdédn = wiM <nc>
V' \o 0

e questa risultante si annulla se e solo se il baricentro ¢ un punto dell’asse di rotazione. Volendo si
puo anche calcolare I’intensita di questa coppia: si deve valutare il momento totale della
sollecitazione rispetto a un qualunque punto, infatti se la sollecitazione ¢ equivalente a una forza
nulla e a una coppia, allora il suo momento totale non pud che essere lo stesso rispetto a qualsiasi
polo. Calcoliamo allora rispetto all’origine dei due sistemi di riferimento:

? Si osserva che la risultante & ortogonale all’asse di rotazione e inoltre punta il baricentro del corpo.
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. R . 4 3 n¢ —Jn¢
Mo =[df(P)xPQ=—-w?[ <n) X (n) pdédn = —w? [ <—fz> pdédn = w? ( Jez )
\%4 %4 0 { %4 0 0

2) Equivalenza a una forza. L’equivalenza a una forza si realizza se e solo se il campo del
momento totale ¢ circolare (vedi nota 2). Ma se il campo del momento totale ¢ circolare allora
assume sempre come valore un vettore ortogonale alla risultante. Viceversa ¢ sufficiente che il
campo del momento totale assuma in un punto come valore un vettore ortogonale alla risultante,
perché esso sia un campo circolare. Dunque il campo del momento totale € circolare e solo se un suo
valore ¢ ortogonale alla risultante. Allora impongo che il momento totale rispetto al polo () sia
ortogonale alla risultante:

_]ni ¢
Mg F =0 w? < Jeg ) Fwf M <na> =0 = WM (—Jyeée +Jgne) =0
0 0

Dunque la condizione N.S. perché il campo del momento totale sia circolare ¢

In¢ée = Jegne

Si osserva che nel caso di risultante nulla (caso esaminato nel punto 1) questa condizione ¢ sempre
verificata: questo ¢ in accordo con quanto trovato nel punto precedente, ovvero con I’equivalenza a
una coppia, perché in effetti una coppia si pud pensare come un campo circolare con asse centrale
all’infinito.

asse di rotazione
. (’ N asse centrale
w del campo
del momento totale
% Je
Mg
F
Q S
27N
G
¢

Considerando invece il caso in cui ’asse di rotazione non passi per il baricentro, assumiamo, per
semplificare 1’analisi, che il sistema di riferimento solidale al corpo abbia un asse, diciamo I’asse ¢,
passante per il baricentro (vedi figura). In questo caso la condizione di circolarita del campo del
momento totale si riduce a

Jnz =0

che di per sé dice poco (si sottolinea che non ¢ sufficiente questa condizione per dire che 1’asse di
rotazione sia asse principale rispetto al punto Qg;; perché cio sia vero si dovrebbe annullare anche
Jez)- L'asse centrale del campo del momento totale ¢ parallelo alla retta d’azione della risultante,
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dunque ¢ ortogonale all’asse di rotazione. Ora dobbiamo individuare tale asse centrale per sapere
dove deve essere applicata la risultante e definire cosi completamente la sollecitazione ridotta.
Facciamo I’ipotesi che 1’asse centrale del campo del momento totale intercetti 1’asse di rotazione in
un punto R = (0,0, {z). Il momento totale rispetto a tale punto vale

- R . § $

Mg = [ df(P)x PR = —w? [ (n) ><< U )pdfdn =

v " \o ¢ —<r
_]n{ + (andfdn

n¢ —4r) v
= _‘U§£ <—f(( - ZR)) pdédn = w7 Jeg — G §dédn | =
0 4

0
(Rgnds‘dn 0 0
= @2 Jeo — Cuf €dédn | = w2 | Jer — (R.‘{: §dédn | = @2 (]{{ - M(Rfa)
v 0 0
0

Dunque il campo del momento totale si annulla in corrispondenza del punto

Jeg
R=(00.25)
Mg
Per cui I’asse centrale del momento totale ¢ una retta ortogonale all’asse di rotazione e passante per il
punto R. La sollecitazione centrifuga dunque ¢ equivalente alla risultante applicata in R.

asse di
rotazione

gl

asse centrale
del campo

\ del momento

totale

v

\F)’A
¢

3) Equivalenza a una forza applicata nel baricentro. Il caso particolare di equivalenza a una forza
che sia applicata al baricentro risulta difficile da studiare appoggiandosi alle conclusioni tratte nel
punto precedente (ho provato ma ho trovato solo che I’asse di rotazione ¢ asse principale di inerzia
rispetto a (), il che ¢ tra l’altro immediato). Allora consideriamo un sistema di riferimento
RT'(G; &,7m,{) che abbia origine nel baricentro e un asse, diciamo I’asse (, parallelo all’asse di
rotazione a. Condizione N.S. affinché la sollecitazione centrifuga sia equivalente a una forza
applicata in G ¢ che il momento totale rispetto al polo G sia nullo. Ma il momento totale rispetto al
baricentro si scrive
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_ . . ¢ § n¢ —Jn¢
Mg = g df (P) x PG = —w? [ <n) X (n) pdédn = —%5 <—€(> pdédn = w? ( Jee )

V' \o { 0 0

e dunque esso si annulla se e solo se i momenti misti Jg¢, [z sono nulli, ovvero se e solo se I’asse ¢ €
asse centrale di inerzia.

8.7. Sollecitazioni autonome. In generale la risulante di una sollecitazione agente su uno
schema particellare ¢ una funzione del tipo

8.2) ﬁ :ﬁ(P1IP2J"'IPn;131I1‘_}2I ...,ﬁn;t)

ovvero una funzione vettoriale dipendente dalla posizione e dalla velocita di ciascuno degli elementi
dello schema particellare, oltre che dal tempo. Nel caso in cui invece risulti

8.3) F =F(Pgigt)

PN

si parla di sollecitazioni autonome. Un esempio di sollecitazione autonoma ¢
apparente; essa, in base alleS.5 e 5.6, ¢ data dalle forze

la sollecitazione

—
N

- - dw =4 — — =4 — -
fi = mija, = mya, + ml-d—tT X OP; + m;w; X (wT X OPl-) + 2w, X Uy,

Calcolo la risultante di questa sollecitazione:

znze_M dwT
fi= dt

i=1

&, % (@, X 0G) + 28, X Bg,

Si vede subito che questa funzione ¢ del tipo 8.3, dunque effettivamente la sollecitazione apparente ¢
autonoma. Piu in generale si puo affermare che ogni sollecitazione costituita da forze del tipo

fi = mi (CLOP; + ;7 + (1))
risulta essere autonoma, infatti la risultante ¢ evidentemente data dalla funzione

F = (€06 + G, + (1))
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Capitolo 9. Dinamica

9.1. Leggi fondamentali per elementi e sistemi di elementi. In questo
paragrafo espongo i principi sui quali si basa la meccanica dei corpi, da quella del corpo rigido a
quella dei fluidi, passando per la meccanica dei corpi deformabili. Queste leggi sono state estrapolate
da osservazioni sperimentali condotte essenzialmente da Galilei e da Newton.

¢ Prima legge, sistemi di riferimento inerziali. Si dice sistema di riferimento inerziale ciascun
sistema di riferimento rispetto al quale un elemento isolato’ ha accelerazione nulla. Ovvero ogni
elemento isolato ha accelerazione nulla rispetto a un qualsiasi sistema di riferimento inerziale.

e Massa. La massa ¢ la misura della resistenza che un elemento offre alla variazione della sua
accelerazione rispetto a un sistema di riferimento inerziale. Consideriamo un elemento a cui
attribuiamo una massa di riferimento m,., senza definire ulteriormente la massa. Isoliamolo insieme a
un secondo elemento di massa incognita m;. Misurandone il moto rispetto a un sistema di
riferimento inerziale sia a, l’accelerazione dell’elemento con massa di riferimento e a; quella
dell’elemento con massa incognita. Allora si pone per definizione

mrar

91) m; 2

ai

¢ Seconda legge. Consideriamo una coppia isolata di elementi e il loro moto rispetto a un sistema di
riferimento inerziale. Sia

® dy Iaccelerazione dell’elemento di massa my,

® 4, Iaccelerazione dell’elemento di massa my

e P, laposizione dell’elemento di massa my,

e P, laposizione dell’elemento di massa my,
Allora I’esperienza dice che risulta sempre

92) th_l)hk + mk&kh =0
9.3)  Mpdnk X PyO + Myl X PO =0

Si intende che il punto O sia un qualunque punto solidale con il sistema di riferimento inerziale.

¢ Forze. Un elemento isolato, in base alla prima legge, non ha accelerazione rispetto a un sistema di
riferimento inerziale. La seconda legge d’altra parte prevede il moto accelerato per ciascun elemento
di una coppia di elementi isolati. Si deduce dunque che i due elementi siano 1'uno la causa
dell’accelerazione dell’altro secondo la legge descritta dalla 9.2. Per evidenziare questo risultato
espresso dalla seconda legge si pone

! Cioe disposto cosi lontano da qualunque ente da non poter subire influenze di qualsiasi tipo.
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- _ -
MpQApg = —MkQgp

(1>

9.4) {{’l"

frn & My gy, = —Mpdpy

e si dice che fhk ¢ la forza che la massa m;, esercita sulla massa m;, mentre fkh ¢ la forzache la
massa my, esercita sulla massa my. Poiché la 9.2 ci dice che le due accelerazioni hanno stessa
direzione e verso opposto, si possono avere due casi in corrispondenza dei quali si pongono le due
definizioni seguenti:

¢ se le due accelerazioni hanno verso convergente si parla di forze attrattive;
¢ se le due accelerazioni hanno verso divergente si parla di forze repulsive.

¢ Principio di determinismo meccanico. L’esperienza mostra che le forze scambiate dai due
elementi di una coppia isolata sono indipendenti dal tempo, dipendendo solo dalla velocita e dalla
posizione dei due elementi. Cioe le due forze sono funzioni del tipo

9.5) {fhk = fux (P, P, Vp, Uy
fin = frn(Pn, Py, Vn, Uy)

Cid che dunque si rileva ¢ I’'indipendenza dal tempo. Per cui mettendo i due elementi, in tempi
successivi, nelle stesse posizioni di partenza e con le stesse velocita, il moto si svolge esattamente
allo stesso modo, ogni volta. Questa proprieta ¢ detta del determinismo meccanico.

¢ Terza legge. Sistema fondamentale della dinamica per sistemi isolati.Consideriamo un sistema
1solato, ovvero un insieme di n elementi materiali, isolati dal resto dell’Universo. Allora si & visto
che continua a valere la seconda legge nel senso che presi comunque due elementi, per essi valgono
le 9.2, 9.3. Ma allora detta a,, ’accelerazione dell’elemento h — mo, si ha

9.6) mpdp = — Yk=1 Mxlxn = 2k=1 fnk (Pn, P, U, Uy) h=12,..,n
k=h k=h

L’insieme di queste n equazioni prende il nome di sistema fondamentale della dinamicaper il
sistema isolato. Si osservi che il sistema fondamentale della dinamica deriva dalla sola equazione
9.2: I’altra equazione della seconda legge qui non ¢ stata considerata.

¢ Sollecitazione equivalente. La sollecitazione che un sistema di elementi esercita sui suoi stessi
elementi ¢ equivalente alla sollecitazione nulla. La sua risultante infatti ¢

n n
> >
Z Z fri (P, P, Vp, V) =
h=1 k=1
k+h

N =

1

n n

Z Z [fhk(Ph;Pk: Bn, Bi) + fron (P Py O, B |
h=1 k=1
k+h

e dunque vale zero per la 9.2. Il momento totale rispetto al generico polo O ¢ dato da

n n 1 n n
Z Z(mh&hk X PhO) = EZ z th_l)hk X PhO + mk&kh X m]
keh =l ah

h=1k

e dunque, per la 9.3, ¢ nullo anch’esso.
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9.2. Leggi fondamentali per schemi particellari. Per schema particellare si
intende un particolare sistema di elementi il quale possa essere diviso in due parti: il sistema X e il
sistema X,, tali che gli elementi che costituiscono la prima parte siano tutti di massa trascurabile
rispetto agli elementi che costituiscono la seconda parte. Questo genere di configurazione rende
lecito trascurare 1’influenza degli elementi di X, sugli elementi di X,; resta invece 'influenza degli
elementi di X, sugli elementi di X;.

* Sollecitazione esterna. E I’insieme delle forze che gli elementi di X, esercitano sugli elementi di
X,. Poiché si ammette che gli elementi di X, non subiscano influenze significative dagli elementi di
¥, ciascuna di tali forze sara indipendente da posizione e velocita degli elementi di Z,. La forza che
I’elemento k — mo di Z, esercita sull’elemento h — mo di £, sara dunque una funzione del tipo

9.7)  fi& = fa(PE@®, 7 ®)

dove appunto non compaiono le funzioni cinematiche dell’elemento di Z;, ma solo quelle
dell’elemento di X,, che si assumono note a priori. L’apice si pone appunto per indicare che trattasi
di una forza della sollecitazione esterna.

¢ Terza legge.Sistema fondamentale della dinamica per schemi particellari. Assunto che X,
abbia n elementi e che £, ne abbia m, il sistema fondamentale della dinamica visto per il sistema
isolato, nel caso di schema particellare si scrive

9.8) mpdp = Yk=1 ﬁlk(Ph'Pk'ﬁh' V) + 2ty fffk(Pif(t): vAG) h=12..,n
k+h

Per compattezza possiamo indicare direttamente la risultante della sollecitazione esterna agente
sull’elemento h — mo di ¥; riscrivendo la 9.8 come

99) mh&h = Z;(l=1 fhk(Phl Pkr ﬁhr ﬁk) + ﬁff(Ple(t)r rP‘nel(t)ﬁ ﬁle(t)r ) ﬁﬁl(t)) h = 1I2I - n
k+h

¢ Sistema globale della dinamica per schemi particellari. Dal sistema di n equazioni vettoriali 9.9
si deduce?il seguente sistema di due equazioni vettoriali

9.10) Mdg = F¢(P{(L), ..., BE(); DL (1), ..., BE(E))
9.11) Ky = Xp_1(F¢ x PLA) + Mg x B, = M§ + Mg X ¥,

dove si & posto

o Fe= he1 ﬁ,‘f forza che complessivamente X, esercita sull’elemento h — mo di 4
e M massa totale di X,

K = Zﬁzl(mhﬁh X PhA) momento totale della quantita di moto di X, rispetto A

M 4 momento totale della sollecitazione esterna rispetto A
A generico punto animato dalla velocita U4
Vg, dg funzioni cinematiche del baricentro di 2,

2 1l sistema 9.10, 9.11 ¢ dedotto dal 9.9, ma non & equivalente: questo dovrebbe voler dire che fornisce solo un
sottoinsieme delle soluzioni possibili.
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Evidentemente la 9.10 ¢ la somma delle n equazioni 9.10. In effetti la somma dei primi membri ¢

dZOPh - dzﬁ) - de_P)h 5 d2 Zﬁ:l th_P)h
th“h‘zmh dt? _hzmh dt? +th az et dt? -

dt? B

-

=MC_1)G+ ag

La somma dei primi addendi dei secondi membri invece porge

h=1 h=1

fhk(Ph: Pi, Vh, Vi) + fin(Pry Pre, U, Bi)] = 0

N| =

1+||M=
S

n
Z nk (P, Py, U, D) =
k=1
k#zh
dove I’annullamento della sommatoria ¢ garantito dalla 9.2. Consideriamo ora il momento totale

della quantita di moto per il sistema di elementi, calcolato rispetto al generico polo A. Si ha

n

1_(:4 = Z(mhﬁh X PfT‘l)

h=1

Derivando nel tempo abbiamo

—i( ; xﬂ)+n 5. % dPh0+d0A
= mpQp h mpVp dt dt =
h=1 h=1
n n n n
=D\ D A x B |+ ) (B x Bed) + ) (i x (= + 5) =
h=1\ k=1 h=1 h=1
k#h
n n n n
=Z Z]? Zthm)'FZ(mhﬁhXﬁA):
h=1 \ k=1 h=1 h=1
k#h

h=1
La prima sommatoria ¢ nulla in base alla 9.3 dunque abbiamo la 9.11.

9.3. Leggi fondamentali per corpi rigidi. Consideriamo il sistema globale della
dinamica 9.10, 9.11: nel caso di corpo rigido la posizione ¢ definita dagli angoli di Eulero ¢, 8, ye
dalla posizione (xg, ¥, Z¢) del baricentro e per definire il moto basta la conoscenza della velocita ¥g
del baricentro e delle derivate ¢, 8,1 degli angoli di Eulero. Se consideriamo come polo del
momento totale della quantita di moto il baricentro del corpo rigido, allora le 9.10, 9.11 si scrivono

9.12) Mg = Fe(xg,v6 26,0, 0,9; g, @, 0,)
9.13) K, = K6 = fﬂ (Fe X PG)dV MG(xG,yG,ZG,go,H ¥; Bg, @, 0,9)
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Nella 9.13 si ¢ voluto ricordare che il momento totale della quantita di moto calcolato con polo il
baricentro, & uguale al momento totale della quantita di moto del moto relativo al baricentro’
calcolato con polo il baricentro K¢, il quale ¢ poi indipendente dal polo stesso, come dimostrato nel
paragrafo 3.18. Considerando poi I’espressione 7.11 della derivata del momento totale della quantita
di moto, il sistema globale della dinamica per il corpo rigido si scrive

Md; = Fe(X,0;X,0)

' GaX (& & &0 Jp 0 (‘%) +(@& & &0 Ty 0|y |=M (x,0;X,0)
0 0 J)\ex 0 0 Jo)\ax

dove, per brevita, si ¢ scritto @ al posto degli angoli di Eulero, e X al posto delle coordinate del
baricentro. Volendo poi esprimere il tutto in equazioni scalari si ha

( Mag, = ES(X,0;X,6)
Mag, =Fye(X,0;X,9)
Mag, = E(X,0;X,0)
9.15) A

Jewog = Uy = Je)woqwz = Mg (X,0;X,6)
Jntn — Uz —Je)wgwg = Mgy (X, 05X, 6)
e = (Je = Jn)wgwy = Mg (X,0, X, 6)

Il sistema di riferimento considerato nelle 9.14, 9.15 ¢ la terna centrale di inerzia, che nel capitolo 7
abbiamo indicato RT'(G;¢,1, ().

Nel caso pil generale in cui invece ci si riferisca a una generica terna solidale al corpo rigido, che nel
capitolo 7 abbiamo indicato RT!(; €111, ¢) = RT!(Q; &}, &), &1), allora 1a 9.13 si scrive

Ja o ey g\ [l
9.16)(Mdg x GQ) + @, X (51 él g|3) ey Ty Ty || @nl |+
—Jegt —Ipig gl @l
Jeo el —Jeg\ [@sl
+(gl Py g|3) —Jeigt gt g || @n | = Mo(X,0;X,6)
—Jag —Iyg Tzl Wyl

dove si ¢ utilizzata la 7.7. Considerando la 7.7.bis (con lo sviluppo del secondo membro)si ha invece

9.17) (Mg x GO) +
~Jeig1@el @ + Joiel(@e? = w,1?) + (Jo1 = J 1) @101 + 10 @l + e @gl = Jelpl @yt = Jelz16g)
( gD et = I )wgiwgl = Jeigw g + Jegl(@a? = @71%) + ] 10 @ @1 = Jelpl @l + 1@, = ] 1101
Uy = Jg)wawp = Ligwgwg + e (@, = 0g1?) + Jelg1wp10 = J1@e = J 10,1 + 16y
== My(X,0;X,0)

al
)

S

? E il moto rispetto a un sistema di riferimento avente origine nel baricentro e velocita angolare nulla rispetto al sistema
di riferimento fisso (vedi in proposito il paragrafo 3.18).
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Capitolo 10.Teoremi di conservazione

10.1. Teoremi di conservazione per elementi. I seguenti teoremi riguardano la
quantita di moto la quale, per un elemento di massa m, si definisce come il vettore

10.1) ¢ =mv
e sono tutti una conseguenza immediata della 9.6.

¢ Conservazione di una componente della quantita di moto. La generica componente della
quantita di moto di un elemento ¢ costante se e solo se ¢ nulla I’omologa componente della risultante
delle forze agenti su di esso. Infatti

q, = mv, = costante < q, = ma, =0

D’altra parte la 9.6porge ma, = F,, dove F indica la risultante delle forze agenti sull’elemento e
quindi si conclude

qx = costante < F, =0

¢ Conservazione del momento della quantita di moto rispetto a un polo fisso. Il momento della
quantita di moto di un elemento rispetto a un polo fisso O¢ costante se e solo se ¢ nullo il momento
della forza agente sull’elemento, rispetto a O. Infatti

ko, = mb X PO = costante < ko =md X PO —mbBX B =md x PO = F x PO = 0
dove si ¢ sostituita 1a9.8. Questo risultato pud essere applicato evidentemente alle singole
componenti del momento.

¢ Conservazione del momento della quantita di moto rispetto a un polo mobile. Se il polo O si
muove con velocitd U si ha

ko = md x PO +m# X (=3 + By) = md X PO + m® X B,

Dunque in questo caso I’annullamento del momento della forza agente sull’elemento, rispetto a O,

non & equivalente alla costanza di k. Occorre che sia verificata I’ulteriore condizione che ¥ risulti
parallelo a ¥U,. Questo risultato pud essere applicato evidentemente alle singole componenti del
momento.

¢ Conservazione del momento assiale della quantita di moto rispetto a un asse fisso. Il momento
assiale della quantita di moto di un elemento rispetto a un asse fisso a ¢ costante se e solo se ¢ nullo
il momento assiale della forza agente sull’elemento, rispetto a quello stesso asse. Infatti

- =costante<=)ka=EA-&=(m& ﬁ+m13><13)-&=

a X
=madXPA-d=maxPA-G=F XPA-a

=

ka=kA'C'i=m13><

Si intende sopra che A & un punto dell’asse a, e che @ ¢ il versore direttore di tale asse.
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¢ Conservazione del momento assiale della quantita di moto rispetto a un asse mobile. Vediamo
cosa succede se I’asse a si muove. Calcolo la derivata del momento assiale:

ka=EA-&+EA a= (maXPA+mv><v+mv><vA) 4+mbxPA &=
=(ﬁxﬁ-&+mﬁx a)+mv><PA G=FXPA-@a+mibxb,-a+mbxPA-a

L’annullamento del secondo addendo si ha se e solo se i tre vettori che vi compaiono sono
complanari; d’altra parte se questa condizione ¢ verificata si annulla anche il terzo addendo. Dunque
possiamo concludere che il momento assiale della quantita di moto rispetto a un asse mobile si
verifica se e solo se risulta nulla ’analogo momento della forza agente sull’elemento, € sono
complanari, istante per istante, i tre vettori ¥, U, 4.

10.2. Teoremi di conservazione per sistemi isolati. Per ciascun elemento di un
sistema isolato sono validi tutti i risultati del precedente paragrafo. Tuttavia in questo caso si possono
dedurre anche altri risultati, sempre a partire dalle leggi fondamentali della dinamica, illustrate nel
capitolo precedente.

Prima di procedere dimostro che la quantita di moto di un sistema isolato, cosi come di uno schema
particellare o di un corpo rigido, ¢ pari alla quantita di moto di un elemento fittizio avente posizione
coincidente con quella del baricentro e massa pari alla massa totale:

a_zn:_) _zn: 5 dZ’ﬁ=1mh(W+ﬁ)_ dZlehm dZlenG_O)_
Q=2 = Q2 Mnn = dt a dt dt B
h=1 h=1 . .
dGG d¥"_,m,0G )
=M = =M
i dt ve
Dunque

102) Q =M,

Dimostro inoltre che il momento totale della quantita di moto di un sistema isolato cosi come di uno
schema particellare o di un corpo rigido ¢ pari al momento totale della quantita di moto
dell’elemento fittizio avente posizione coincidente con quella del baricentro e massa pari alla massa
totale:

Q)xG_O)zzn (mhvh)xGO Z ( M)xG_O)z

h=1 dt
z" dQG N Z” dGP, e
= —_— X =
net U dE e\ dt
N dGG\ —, L
= MUG+M7 X GO = Mv; X GO

Dunque

103) K, =0 X GO =Mv; X GO
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¢ Riduzione della sollecitazione interna di un sistema isolato. Ciascun elemento di un sistema
isolato esercita una forza di ciascuno degli altri elementi, in accordo con le 9.2, 9.3. Ebbene questa
sollecitazione ¢ riducibile a zero (paragrafo 9.3), cio¢ ¢ equivalente alla sollecitazione nulla, cio¢ ¢
equivalente a una sollecitazione costituita da una forza nulla e da una coppia nulla. La sua risultante
infatti ¢

n n n n
> > 1 > > s > >
Z Z Sk (Pr, P, Up, Uy) = Ez Z Fik Py Py Dy D) + fren (P P, D, )]
h=1 k=1 h=1 k=1
k#h k#h

e dunque vale zero per la 9.2. Il momento totale rispetto al generico polo O ¢ dato da

n n 1 n n
Z Z(mhahk X m) = Ez Z [mhahk X m + My dyp, X W]
ah

h=1k

e dunque, per la 9.3, ¢ nullo anch’esso.

¢ Conservazione della quantita di moto totale. La quantita di moto totale di un sistema isolato,
cio¢ la somma delle quantita di moto di ciascuno dei suoi elementi, si conserva. Infatti

n n
= Z C_)I'h = Z mpdy, = risultante = 0

h=1 h=1

E interessante notare che questa stessa proprietd dei sistemi isolati pud essere enunciata dicendo che
la quantita di moto di un elemento avente massa pari alla massa totale del sistema isolato e posizione
coincidente con quella del suo baricentro, si conserva. Cid discende immediatamente dalla 10.2.
Questo risultato puo essere applicato evidentemente alle singole componenti della quantita di moto.

¢ Conservazione del momento totale della quantita di moto rispetto a un polo fisso. Il momento
totale della quantita di moto di un sistema isolato rispetto a un polo fisso O¢ costante. Infatti

5 d pP,0
R, = D= 1(mhvh X Fh ) Z (mhah X PhO) Z (mpVy X V) =

dt
n 1w
=Z (mh&h XPhO) =§ Z[mhahk XPh0+mkathPk0]
h=1 — £~

e dunque I’annullamento della derivata del momento discende immediatamente dalla 10.2. Questa
proprieta si enuncia in modo equivalente dicendo che il momento della quantita di moto (rispetto a
un polo fisso) di un elemento avente massa pari alla massa totale e posizione coincidente con quella
del baricentro, si conserva. Cido discende immediatamente dalla 10.2. Questo risultato pud essere
applicato evidentemente alle singole componenti del momento.

¢ Conservazione del momento totale della quantita di moto rispetto a un polo mobile. In questo

caso il momento della quantita di moto si conserva se e solo se il polo mobile O presenta una velocita
parallela a quella del baricentro. Infatti

79



I—(O :Q)XG_O):M'BG XG_O):I—()O =M(_1)G XG_O)_M‘I_])GX{}G +M1_7)G><130 :MﬁGXT})O
Questo risultato puo essere applicato evidentemente alle singole componenti del momento.

¢ Conservazione del momento assiale della quantita di moto. Si dimostra che il momento assiale
della quantita di moto si conserva purché I’asse si muova su un piano contenente istante per istante la
velocita del baricentro del sistema isolato.

10.3. Teoremi di conservazione per schemi particellari e corpi rigidi.
Valgono teoremi analoghi a quelli visti per I’elemento materiale purché si consideri un elemento
fittizio avente come posizione quella del baricentro e come massa la massa totale, e si sostituisca
inoltre la sollecitazione esterna con la sua ridotta.

¢ Conservazione di una componente della quantita di moto totale. La conservazione si ha se e
solo se ¢ nulla la componente omologa della risultante della sollecitazione esterna. Infatti abbiamo
gia provato (vedi 10.2) per il sistema isolato che

a:Mﬁcﬁa:M&G

Considerando poi la equazione 9.12 del sistema globale della dinamica si ha

Qx = Magy, = er

¢ Conservazione del momento totale della quantita di moto rispetto a un polo mobile. La
conservazione si ha se e solo se ¢ nullo il momento totale della sollecitazione esterna rispetto allo
stesso polo e inoltre la velocita del polo ¢ parallela a quella del baricentro. La dimostrazione
discende immediatamente dalla 9.11. Questo risultato pud essere applicato evidentemente alle
singole componenti del momento.

¢ Conservazione del momento totale assiale della quantita di moto. La dimostrazione discende
immediatamente dalla 9.11 dove sia A un punto qualunque dell’asse stesso. Infatti

dK, - a
dt

dove si ¢ sfruttato il risultato 10.3. Dunque I’annullamento si ha se e solo se ¢ nullo il momento
totale assiale della sollecitazione esterna e contemporaneamente sono complanari i tre vettori

—_ .
Vg, GA, @, cio che si verifica in particolare nel caso in cui 1’asse sia fisso.

80



Capitolo 11.Lavoro e energia per I’elemento

11.1. Definizione di lavoro su un elemento. Sull’elemento di posizione OP(t) agi-
sca la forza

1.1 f=7(0P®),0P(®),t)

Allora si dice che il lavoro fatto dalla forza sull’elemento fra I'istante t; e listante t, ¢ dato
dall’integrale

112) Ly, =[*f- OPdt

Nel caso di una forza posizionale' I’integrando

12.3) f(ﬁ’) -W(t)dt = fr(x,y,2)dx + £,(x,y, 2)dy + f,(x,y,2)dz
detto lavoro elementare, € una forma differenziale lineare e il lavoro
114) Ly, = [, f(0P) -0B(t)dt = [, (fudx + fydy + f,dz)

ne ¢ I'integrale curvilineo sulla traiettoria y dell’elemento. Se la traiettoria ha equazioni

Yx = Ya ()
11.5) YViyVy = Yy(t) te [tlf tZ]
Yz =¥2(t)

allora il lavoro 11.4si traduce nell’integrale lineare

11.6) Lio = 2 (f: (0,10, %0) Z2 + £, (10,1, (0,10 22+ £, (10,1, (0,10 ) 222) it

11.2. Forza conservativa.Una forza posizionale f (ﬁ) si dice conservativa quando la for-
ma differenziale lineare

11.7) dL = fo(x,y,2)dx + f,(x,y,2)dy + f,(x,y,2z)dz

¢ esatta, cioe quando alla forza resta associato un campo scalare” di cui essa sia il gradiente. Si osser-
va che nel caso particolare in cui la forza sia definita in un campo semplicemente connesso’, la natu-
ra conservativa della forza equivale alla condizione di chiusura della forma differenziale
11.3,condizione espressa dalle tre relazioni

" E’ una forza che dipende solo dalla posizione dell’elemento e non dalla sua velocita, né dal tempo.

? In realta i campi scalari sono infiniti e differiscono fra loro per una costante additiva.

3 . . . . N . . .. .
E’ un campo in cui ogni curva chiusa puo essere ristretta a un punto, senza che i punti di tale curva debbano uscire

dall’insieme stesso.
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’ ay dx 0z dx 9y 0z
Nel caso di forza conservativa esiste una funzione scalare U = U(x,y, z), che in Analisi prende il
nome di primitiva della forma differenziale 11.5 mentre in Meccanica viene chiamata potenziale del
campo di forze, la quel soddisfa le tre relazioni

ou ou ou
11.9) azfx Ezfy Ezfz

Allora il lavoro 11.6 si scrive

L1,2 =

ta aU d x OU d aU d ]
_ ft 1 (a(yx(t)'}’y(t),yz(t)) ydt(t)+@(V’f(t)’yy(t)’yz(t)) yét(t)+E(Vx(t),yy(t).yz(t)) ydft)>dt

ta (dU (), Ve
- < (=0 dy,f(t)m)>>dt=v (e 1y €, 7262)) = U (1t 1y (e, 1))

1

Se dunque indico

A= (1)) @) B = (1) 1 (), v(t)
rispettivamente la posizione iniziale e finale della traiettoria dell’elemento, allora il lavoro si scrive

11.10) Ly = U(B) — U(A)

11.3. Energia potenziale associata a una forza conservativa. Data una forza
conservativa, sappiamo che a essa resta associato un campo scalare U, detto potenziale, di cui la for-
za stessa costituisce il gradiente. Ebbene si dice energia potenziale associata a una forza conservativa
tale campo scalare, cambiato di segno, ovvero la funzione

1A I =-U=0H(x,y,z) VI =—f(x,y,2)

Il significato del segno meno ¢ il seguente: si vuole che la forza spinga I’elemento verso posizioni a
minore energia potenziale;dato che il gradiente di una funzione punta invece verso posizioni in cui
tale funzione assume valori maggiori, ¢ necessario il segno meno.L.’energia potenziale permette di
scrivere il lavoro di una forza posizionale conservativa in modo compatto come

11.12) Ly 5 = 11(4) — 11(B)

essendo A la posizione iniziale della traiettoria dell’elemento, e B la

posizione finale, come discende immediatamente dalla 11.10. Ricavo - ?’

ora la funzione energia potenziale per 1 principali campi di forze con-

servativi. pny
M Y

¢ Energia potenziale newtoniana.La forza di gravitazione

GMm7T GMm  x8,+yé,+zé;

2 r x2+y2+z2 \[xZ1yZiz2
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¢ conservativa in ogni campo semplicemente connesso € la sua energia potenziale ¢ data da

GMm

Vx2%+y2+z2

11.14) I1 = —GMTm + costante = — + costante

Infatti 1a forma differenziale associata al campo delle forze gravitazionali ¢

GMm x GMm y GMm z

- dx — dy — dz
x2+y2+z2 \[x2+y2+22 x2+y?+2z2 \[x2+y2+22 Y x2+y2+z2 \[x2+y2+22

11.15) dL =

e le sue derivate miste valgono

F) (_ GMmx >
of,  \ (Znez) 6GMmaxy

ay B ay ( IxZ +y2 + ZZ)4

9 (_ GMmy )
iy _ (VxZry7ez?) 6GMmyx

ox 9y 2+ +22)

al— GMmx )
f ( (Vazeyziz2) 6GMmxz

0z 0z (JZ+y2+22)

F) (_ GMmz >
of, (\/x2+y2+22)3 6GMmzx

0x 0x (JZ+y2+z22)

9 (_ GMmy )
aify (VxZry7ez?) 6GMmyz

0z 0z (T + 2+ 22)

GMmz

o ——&Mmz
afz_ ( (\/x2+yz+zz)3 6GMmzy

@ ay ( [x2 +y2 +Z2)4

Per verificare invece che I’energia potenziale indicata sia realmente tale, basta verificare che le sue
derivate parziali coincidano con le componenti omologhe della forza, cambiate di segno. Si ha

GMm

o Opmer  GMm 2x _ GMm x

ox dx X2y 422 [xZyy2 g2 xPH Y2422 [x2 4yt 52
P GMm

o % Enziz  GMm 2y _ GMm y

ay dy  xP+y 4z2p [x2yyitg2 X2HY24z? [T y2 4 g2
P GMm

o “Enziz  GMm 2z _ GMm z

0z oy X2+ y*+z2p [xZtyrygz X2 +Y 477 [x2tyZq g2

Il lavoro del campo gravitazionale per portare la massa #dal punto (x4, y;,2;) al punto (x5, y,, Z5)e
dato, in base alla 11.12, da

L, = M(x1,¥1,21) — M(x2, ¥2, 25)
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e dunque si scrive

11.16) Ly, = — —22 4 G20

\/x%+y12+zf \/x§+y22+222

Si puo constatare come il lavoro del campo gravitazionale relativo a una traiettoria che porti le due
masse a una minore distanza reciproca, sia positivo.

¢ Energia potenziale associata alla forza peso.Nell’ingegneria civile e meccanica (e nella maggior
parte delle applicazioni aereonautiche) il campo gravitazionale terrestre viene approssimato con il
cosiddetto campo della forza peso, il quale ¢ definito dalla funzione vettoriale

11.17) f = mg = —mgé,
dove il versore &, ha direzione del filo a piombo*, e dove I’accelerazione gravitazionale & data da

11.18) g = GM

dove compare la costante di gravitazione universale e la massa terrestre. Il campo di forze cosi defi-
nito ¢ conservativo poiché, essendo nulle tutte le sue derivate parziali, la forma differenziale a esso
associata ¢ chiusa. La sua energia potenziale ¢ data da

11.19) I(z) = mgz

come ¢ immediato verificare. Dunque il lavoro fatto dal campo della forza peso nel passaggio del
punto materiale dalla quota z; alla quota z,, ¢ dato da

11.20) Ly, = (zy) — I(z) = mg(z, — 2,)

¢ Energia potenziale coulombiana. Il campo delle forze colombiane ¢ formalmente identico a quel-
lo delle forze gravitazionali, essendo descritto dalla funzione vettoriale

z 1 7 1 xé,+yé,+zé
11.21) f(x,y,2) = mof—f; = xzjfﬂz %3
Dunque ¢ anch’esso conservativo. Si nota che le forze sono attrattive, come per il campo gravitazio-
nale, nel caso in cui le due cariche abbiano segno opposto; risultano invece repulsive nel caso in cui
le due cariche abbiano segno opposto. L’energia potenziale, mutatis mutandis, si ottiene direttamente
dalla 11.14:

1 Q
— =1 + costante
4TEY |/ X2 +y2+22

11.22) II = QTQ + costante =

4TTE

Il lavoro del campo coulombiano per portare la carica g dal punto (xq,y;,2;) al punto (x3,V,,2;) &
dato, facendo riferimento alla 11.16, da

* Si ricorda che il filo a piombo non punta esattamente il centro della Terra, essendo deviato dalla forza inerziale dovuta
al moto di rotazione intorno all’asse terrestre.
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1 1
1123) L1,2 = H(xlryllzl) - H(xZ,yz;ZZ) - 4Q% B

meo\ [viead [dgevied
¢ Energia potenziale elastica.La forza elastica
1124) f = —K# = =K (x8, + y&, + z85)

¢ conservativa, essendo nulle tutte le derivate miste si ha infatti la chiu- Y
sura della forma differenziale associata, e la relativa energia potenziale ¢

1125) TI(x,y,2) = K (x? + y? + z2)

come ¢ immediato verificare calcolandone il gradiente. In accordo con la 11.12, il lavoro della forza
elastica per portare I’elemento dal punto dal punto (x4, y;,2;) al punto (x5, ¥, Z,) € dato allora da

1 1
11.26) Ly, = N(x1,y1,21) — (X2, 2, 22) = ch(x% +}’12 +Z12) —EK(Xg +YZ2 + Zzz)

¢ Energia potenziale centrifuga. La forza centrifuga, in base alla 5.5, ¢ data da

—

2 _ — —> —~ _ 2 - - TLIJ

11.27) f = —mwx(waP) = mw*(xe, + ye,) $r /r:m

¢ una forza conservativaS, essendo nulle le sue derivate miste risulta infatti Y 4
chiusa la forma differenziale a essa associata, e la relativa energia poten-

g T

11.28) I1(x,y,z) = —%xma)z(x2 + y?)

come si verifica immediatamente calcolandone il gradiente. In accordo con la 11.12, il lavoro della
forza centrifuga per portare 1’elemento dal punto dal punto (x;, Yy, 2;) al punto (x,, y,, Z,) € dato al-
lora da

1
11.29) Ly 5 = N(xy,y1,21) — N(xp, y2,22) = Emwz(_(x% + Y12) + (x§ + YZZ))

11.4. Energia cinetica, teorema del lavoro. A un elementodi massa 7 e velocita di
modulov si attribuisce un’energia, detta cinetica, data da

11.30) E, = > mv?

Il significato fisico di questa definizione, che pare del tutto arbitraria, ¢ fornito dal teorema del lavo-
ro e dell’energia cinetica, in base al quale il lavoro fatto su un elemento dalla forza totale agente su
esso, in un dato intervallo di tempo, ¢ pari alla variazione di energia cinetica dell’elemento nello
stesso intervallo di tempo. Infatti

> Si riconosce fra I’altro che la forza centrifuga & formalmente identica alla forza elastica nel piano, a meno del segno.
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dL = f - Bdt = fovdt + f,v,dt + fv,dy = m(vev, + 0yv, + V,v,)dt =
d(v,v, + vyv, + U,V 1 dlvov, +v,v, + v,V
Qv iy, +5m) 1 At v, +u,)
dt 2 dt
1 d@-v) 1  dv?

= — = — E — = — 2:
—Zm I t zm I dt zmdv dE.

dt =

Dunque si conclude che

11.31) Ly p = E.(B) — E,(A)

11.5. Teorema di conservazione dell’energia totale. Si dice energia totale
dell’elemento la somma

11.32) E=E.+ 11

essendo [T I’energia potenziale 11.11 dell’elemento stesso, nel caso ovviamente che questa sia defini-
ta, ovvero che I’elemento si trovi in uno o piu campi di forze conservative. Allora il teorema di con-
servazione dell’energia totale afferma che 1’energia totale di un elemento soggetto a una forza tota-

le sostanzialmente conservativa® si conserva. Infatti la variazione di energia totale durante lo sposta-
mento dell’elemento dalla posizione A alla posizione B ¢ data da

Ez(B) — B = (Ec(B) + 1I(B)) — (Ec(A) + 1(4A)) = Ec(B) — E.(4) — (11(4) - 1(B))
D’altra parte le 11.12, 11.31 porgono

{LA,B =11(A) — I1(B)
LA,B = EC(B) - EC(A)

e dunque
EB(B) —E, = LA,B - LA,B =0

e la tesi € dimostrata.

® Si parla di forza totale sostanzialmente conservativa quando le eventuali forze non conservative presenti non compiano
lavoro (ovvero siano forze a potenza nulla).
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Capitolo 12.Lavoro e energia per lo schema particellaree
il corpo rigido

12.1. Lavoro di una sollecitazione su uno schema particellare. Consideria-

mo uno schema particellare costituito dagli n elementi materiali E;, E,,...E, e diciamo che

sull’elemento h — mo agisca complessivamente la forza

fo = fh(ﬁl, iy OBy By, oo, B t)

la quale sia la somma delle forze che gli altri n — 1 elementi e il resto dell’universo esercitano su es-
so. Allora definisco il lavoro che la sollecitazione costituita dalle forze

12.) {fi, for s fu}

esplica sullo schema particellare dato, tra gli istanti ¢4, t,, la sommatoria
t, 2 -

122) Leg, = Zhes ([ Fr - Bt

Nel caso di una sollecitazione posizionale il lavoro 12.2 perde la dipendenza dal tempo e si scrive

122) Lip =3 ([, fadx + fuydy + frzdz)

dove y,, ¢ la traiettoria descritta dall’elemento h — mo tra gli istanti t;,t,. Resta definita allora la
forma differenziale lineare dello spazio R3" data da

12.3) dL = T}_1(fuxdx + frydy + fr,d2)

la quale prende il nome di lavoro elementare della sollecitazione.

12.2. Sollecitazione conservativa e energia potenziale. La sollecitazione 12.1 si
definisce conservativa quando ¢ posizionale e quando la forma differenziale lineare 12.3 risulta esse-
re esatta. Resta allora definita nello spazio R3™1a funzione

ou
(on = fix
— — ou
124) U=U(0P,,..,0R) & 45-=fry h=12.n
au
\a5, = fnz

la quale rappresenta la primitiva della forma differenziale 12.3 e prende il nome di potenziale della
sollecitazione, in analogia con quanto visto per il singolo elemento materiale. Cid posto il lavoro
12.2 per una sollecitazione conservativa si scrive

87



n

, _i aud+aud+aud Zf ade 6Udy+6Udz>dt
Lz axh x ayh Y z axh dt ayh dt aZh dt

h=1 \"Yh =y
tz
ou dx ou dy oU dz
a f hz (axh dt dyy dt + dzy, dt) dt = _[ dt =U(ty) - U(ty)
t; h=1

Si definisce poi energia potenziale della sollecitazione la funzione
125) I=-U

E dunque il lavoro che la sollecitazione conservativa compie per portare lo schema particellare dalla
configurazione A alla configurazione B risulta dato da

¢ Sollecitazione newtoniana. Consideriamo uno schema particellare costituito da n elementi mate-
riali e la sollecitazione composta dalle forze che essi si scambiano fra loro. Intanto la forza che
I’elemento h — mo esercita sull’elemento k — mo, in base alla 11.13, & data da

Gmpmy Thk _ —Gmpmy (x=xn) €1+ (Yk—Yn) €2 +(Zk—2zn)é3
ik Thie  (=xp)?+Vk=yr)2+(zr—2z1)?  O—xp)2+Yk—yr)*+(zk—2zn)?

127D frie(Xns Yo Zns Xis Yier Z) = —

Per esaminare la sollecitazione consideriamo il caso in cui lo schema particellare sia costituito da
quattro masse. Allora il lavoro che le forze del campo gravitazionale fanno per portare le masse da
una configurazione A, assunta all’istante t;, a una configurazione B, assunta all’istante t,, essendo

A:{(x14, Y14, Z14) (X2, Y210 Z24), (X34, V345 Z34), (X440, Vans Zan)}
B:{(x1p,Y1p, Z18), (X2B, Y28, Z28), (X35, Y38, Z38), (X4, Y4B, Z48) }

in base alla definizione 12.2 ¢ dato da
2 2
B = j(fu "7, tfi3 T3 +f14'§4)dt+ f(le "7 t 12 Uy +f24'7_7)4)dt+
tl tl

2 2
+f(f31'1_7)1+f32'1_7)2+f34'1_7)4)dt+f(f41'1_7)1+f42'1_7)2+f43'1_7)3)dt
t1 t1

Considerando poi che le forze che si scambiano due elementi sono uguali se non per il verso, allora
possiamo scrivere

t2

Lup = f (}?12'(1-7)2_1_51)"']?13'(1_53_61)+ﬁ4'(ﬁ4_§1)+]E;4'(§4_§2)+ﬁ,4'(134_133)+ﬁ3'(§3_172))dt

t1

Osservato poi che
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X2 —Xq
fio (U, —Vy)dt = f1,-d (3’2 - }’1>

Zz - Zl
e che relazioni analoghe valgono per gli altri 5 addendi, allora il lavoro si scrive

Lap =
B

X2 = X1 X3 — X1 X4 — X1 X4 — X2 X4 — X3 X3 — X2
zf flz'd(yZ_y1>+f13'd(y3_y1>+f14'd<y4_y1>+f24'd(y4_y2>+f34'd<y4_y3>+f23'd(y3_y2>
2 Zy — Zq Z3 — 21 Zy — 29 Zy — Zp Zy — 23 Z3 — Zyp

Allora si pud concludere che la sollecitazione delle forze gravitazionali che le quattro masse si scam-
biano fra loro ¢ conservativa poiché la funzione scalare

Gmqim, 4 Gmq,ms 4
VO =22+ (2 —y1)2 + (2, — 2102 (3 —x0)% + (3 — y1)? + (23 — 21)?
Gmqymy Gmymy
+ + +
VO =x)2+ s —y)2 + (2a — 20)? (= %2)2 + (s — ¥2)% + (23 — 25)?
Gmamy Gmsm,

+ +
\/(x4 —x3)% + (Y4 — ¥3)? + (24 — 23)? \/(xs —x2)% + (Y3 — y2)? + (23 — 2,)?

¢ la primitiva del differenziale lineare integrando essendo

au B Gmym, (xy —x1) B
(= x1) (g —x)2+ (v —y1)? + (2, — 21)? VG —x)%+ (v, — y1)% + (2, — 21)? =
U _ Gmym, (y2 —y1) = f
00z —y1) (2—x)*+ 2 —3)* + (2 —71)? Ve —x)% 4+ (v, — y1)% + (2, — 21)? i
au _ Gmym, (zy — z1) _
Az —21) (2 —x)%+ (2 — y1)? + (2, — 21)? Vo = x)2+ (y — y1)% + (2, — 21)? = fraz

Dunque la sollecitazione considerata risulta conservativa secondo la definizione 12.4, e la sua ener-
gia potenziale ¢ data dalla funzione I1 = —U. Quanto trovato si generalizza affermando che

la sollecitazione costituita dalle forze gravitazionali

Gmpmy Thk _ —Gmpmy (x—=xn) €1+ (Ve —Yn) €2 +(Zk—2zn)é;
ik Thie  (=xp)?+Vk=yr)2+ (k=212 O—xp) 2+ k—yr)*+(zk—2zn)?

12.8) frie(Xn, Y, Zns Xis Yier Zx) = —

che gli elementi di uno schema particellare si scambiano fra loro é conservativa, la sua
energia potenziale é data da

—_— —_— 1 G
129) T(OPy, ...,0P,) = ¥h-1 Xk=1 Tk

keh N =X+ k=yn)2+(zi~2p)?
essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni di classe due di n elementi (cioe ogni

coppia va considerata una sola volta); il lavoro che tale sollecitazione realizza nel pas-
saggio del sistema dalla configurazione A alla configurazione B é dato da
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Lap = TI(A) — TI(B)
Il caso particolare di quattro elementi I’ho affrontato per giustificare il fattore moltiplicativo 2 della
12.9a partire dalla definizione di energia potenziale come primitiva (cambiata di segno) del lavoro

elementare della sollecitazione.

¢ Sollecitazione dei pesi. L’energia potenziale di uno schema particellare costituito da n elementi
materiali, soggetti al campo della forza peso

12.10) f = mg = —mgé,
¢ data dalla funzione
12.11) I1(z4, 23, -, Zn) = Xp=1MGZp

¢ Sollecitazione colombiana. Vale quanto detto per la sollecitazione delle forze gravitazionali, per
cui si puo affermare che

la sollecitazione costituita dalle forze coulombiane

2 (B Db 1 qndk Thk 1 qndk (xx—=xn)€1+(Vi—Yn)€x+(Zk—2n)é;
12.12 OP,;,0P,) =——2=""===
) fhk( h k) amey T Thie  4meo (e—xXp)2+W—yn)2+(2K—21)? [ (e—xp)2+i—yn) >+ (zk—2p)?

che gli elementi (provvisti di carica elettrica) di uno schema particellare si scambiano
fra loro é conservativa, la sua energia potenziale e data da

D "D 1 Gmpm
12.13) I(OP4, ...,OP,) = =X"_, Sr_ hTk
) ( ! n) 2 4=l Zl]i;;ll VOk=xp)2+(—yn)?+(zx—2p)?

essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni di classe due di n elementi (cioé ogni
coppia va considerata una sola volta); il lavoro che tale sollecitazione realizza nel pas-
saggio del sistema dalla configurazione A alla configurazione B ¢é dato da
Lyp = T1(A) — I(B)
¢ Sollecitazione elastica. Ragionando in modo analogo al caso della sollecitazione interna gravita-
zionale, e considerando quanto indicato nella 11.25 se indichiamo K, la costante elastica caratteriz-

zante la forza elastica fra I’elemento h-moe 1I’elemento k-mo, allora possiamo affermare che

la sollecitazione costituita dalle forze elastiche

12.14) ﬁlk(O—P)h' WJ)k) = —KniTnr = _:th((xk —xp)é + (Vi —yn)é; + (24 — Zh)§3)

che gli elementi di uno schema particellare si scambiano fra loro é conservativa, la sua
energia potenziale é data da

12.15) 11(0P,, ..., 0B,) = %zgﬂzgzigmk (G —x)* + 0= %) + (e — z)?)
*

90



essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni di classe due di n elementi (cioé ogni
coppia viene considerata una sola volta); il lavoro che tale sollecitazione realizza nel
passaggio del sistema dalla configurazione A alla configurazione B ¢ dato da

Lyp = T1(A) — I(B)

* Sollecitazione centrifuga. E un caso formalmente analogo a quello della sollecitazione elastica nel
caso piano. Estendendo quanto provato per la coppia di elementi si ha che

la sollecitazione costituita dalle forze centrifughe
1216) fh = —mh(l_)) X (0_)) X Oph) = —mh(l)z(xhé)l + Yhé)z)

a cui gli elementi di uno schema particellare ruo- a

tante rispetto a un sistema inerziale, sono sotto-

poste, e conservativa, la sua energia potenziale e N
data da

gl

N

Il
N

12.17) T(0P,, ..., 0F,) = = Bh_y s mpw?(x,? + 3,2) Q T~ dm

essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni
di classe due di n elementi (cioé ogni coppia vie- n

. . 0=20 —
ne considerata una sola volta); il lavoro che tale = >
sollecitazione realizza nel passaggio del sistema

dalla configurazione A alla configurazione B e
dato da

X

Ly = T1(4) — TI(B) ~ d

12.3.Teoremi energetici per lo schema particellare. Definisco energia cinetica di
uno schema particellare la somma delle energie cinetiche di ciascuno dei suoi elementi.

¢ Teorema di Koenig.Afferma che I’energia cinetica di uno schema particellare risulta data da

1
12.18) T = EMvé +T¢
dove M & la massa totale dello schema particellare, ¥; & la velocith del suo baricentro e TC &
I’energia cinetica dello schema particellare rispetto a un sistema di riferimento che abbia origine nel
baricentro e che abbia velocita angolare nulla rispetto al sistema di riferimento considerato fisso'.
Infatti in base alla 5.1 la velocita dell’i-mo elemento” & data da

12.19) ¥y, = ¥g + BF

e dunque I’energia cinetica dello schema particellare si scrive

' Si ricorda che il moto dello schema particellare rispetto a questo particolare sistema di riferimento prende il nome di
moto relativo al baricentro al baricentro, ed ¢ stato introdotto nel paragrafo 3.18.
? Ricordo che con I’apice G si indicano le grandezze cinematiche del moto relativo al baricentro.
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n 1 ) n 1 n 1 G G
T = _mhvh:z Emhvh'vhzz smp (Vg + V) - (Vg + V) =

h=1 2 h=1 h=1 2
n 1 - - n 1 - -G n 1 >G 2 n 1 >G =26
= —MpVg " Vg + —MpVg "V + —MuVy Vg + —MpV) Uy =
h=12 h=12 h=12 h=12
n n
=§MU§+ My Vg + TC = =Mv2 + Vg mpBE +TC =
h=1 h=1

dove si & considerato che la velocita B¢ del baricentro nel moto relativo al baricentro & nulla.

¢ Teorema del lavoro e dell’energia cinetica. Considerando la definizione 12.2 del lavoro di una
sollecitazione, nonché il teorema del lavoro per I’elemento materiale (paragrafo 11.4), segue che

anche per uno schema particellare la variazione dell’energia cinetica fra gli istanti t,, t,
e pari al lavoro che la sollecitazione agente su di esso (esterna e interna) compie in quel-
lo stesso intervallo di tempo.
Dunque possiamo scrivere
1220) T, = Ty = L, + LS,
dove si ¢ distinto il lavoro delle forze esterne da quello delle forze interne per ricordare che in uno
schema particellare (a differenza, come vedremo, di cio che accade in un corpo rigido) le forze inter-

ne compiono un lavoro non nullo.

¢ Energia totale e teorema di conservazione. Detta energia totale di uno schema particellare la
somma

122) E=T+11
dell’energia cinetica e dell’energia potenziale, allora

. . . < . . 3
se la sollecitazione agente sullo schema particellare ¢ sostanzialmente conservativa’, se-
gue che ’energia totale si conserva.

Infatti per la 12.6, la 12.20 e 1a12.21 si ha che

Ey—E =T, +I, =Ty =1, =T, —T))— (Ul =1II;) =L, — L, =0

12.4. Lavoro di una sollecitazione su un corpo rigido. 1l lavoro elementare su
un corpo rigido della generica sollecitazione di risultante F e momento totale rispetto al baricentro
dato da MG, ¢ dato da

12.22) dL = F - $ydt + M, - @dt

Si parla di sollecitazione sostanzialmente conservativa nel caso in cui le eventuali forze non conservative presenti non
compiono lavoro (ovvero sono forze a potenza nulla).
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essendo U la velocita del baricentro del corpo rigido e @ la sua velocita angolare. Infatti essendo il
corpo rigido un particolare schema particellare, deve valere la 12.3 cioe

dL = f £(P) - B(P)dtdV = j F(P) - (3(G) + @ x GP)dedv =
Q Q

=ff(P)-ﬁ(a)dtdv+jf(P)-@xﬁdth:
Q Q

_ f F(P)dt - B(G)dV + f F(P) - @ x GPdtdv =
Q Q

=ﬁ-aadt+ja-ﬁ’xf(P)dth=ﬁ-aGdt+a-jf(P)xﬁ;’dth=
Q . R Q

Indicato poi () un generico punto solidale al corpo rigido ¢ immediato verificare che la 12.22 ¢ equi-
valente alla piu generale

12.22.bis) dL = F - Bodt + M, - @dt
¢ Lavoro della sollecitazione interna di un corpo rigido. Nel paragrafo 10.2si ¢ dimostrato che la
sollecitazione interna di un sistema di punti materiali (e dunque, in particolare, di un corpo rigido) ¢

equivalente a zero, ovvero ¢ equivalente a una forza nulla e a una coppia nulla. Ma allora la 12.22 ci
permette di concludere che

il lavoro della sollecitazione interna di un corpo rigido e nullo.

12.5. Energia cinetica e teoremi energetici per il corpo rigido. mtanto vale
la pena ricordare che il corpo rigido € un caso particolare di schema particellare e dunque valgono
per esse tutti i risultati ricavati per lo schema particellare.

¢ Energia cinetica. L’energia cinetica di un corpo rigido si scrive
_1 2 1 2
1223) T = - Mg + 3w

dove si intende che J,, ¢ il momento di inerzia del corpo rispetto a un asse bari centrale il quale sia
istante per istante parallelo all’asse di rotazione. Infatti

1 1 1 . .
T=j§pu2(P)dV=§jpﬁ-ﬁdv=§fp(ﬁ((;)+5xGP)-(ﬁ(G)+5xGP)dV=
Q Q Q

1 R 1 R R
=§fp17(6)-17(6)dv+fpﬁ(G)-@xGPdV+5fpa_}xGP-axGPdV=
Q Q Q
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1 =4 1 — 2
=§Mvc2;+17(0)><5-jpGPdV+§jp|8><GP| dv =
Q Q
— 2
I Lo 1 7 - 1,01,
==MvE+3(G)X & MGG +=w? | p|—xGP| dV ==MvE+=w?],
2 2 w 2 2
Q

¢ Teorema del lavoro e dell’energia cinetica. Vale il teorema omonimo dimostrato per lo schema
particellare (il corpo rigido ¢ un particolare schema particellare). Comunquevale la pena riportare la
dimostrazione nel caso del corpo rigido: sostituendo le equazioni delle 9.15nella 12.22 e fatte le
semplificazioni del casosi ha

dL = F - Dgdt + (Jewg + Jpan + Jr@7)dt = Mdg - Ddt + (Jewgws + [y, + Jrdrwe)dt =

F-
1
EMdVG + = d(]f(l)f +]n“)n +]¢a)<-) d >

1 1 Wi wE

M UG + = a) ]g ] E + ]{ E
Si consideri (magari con un disegno) che wg/we il coseno direttore della retta baricentrale parallela
alla velocita angolare; ma allora

2 0)2

w a)
Jg—f+1 ==

w2

E dunque la tesi:

1 2 1 2
dL =d(—J\/[vG +Ew ]w> =dT

2

Ricordo che il sistema di riferimento di assi &, 7, {¢ la terna centrale di inerzia del corpo rigido.

¢ Teorema dell’energia totale. Per lo schema particellare si ¢ dimostrato che 1’energia totale, som-
ma dell’energia potenziale e dell’energia cinetica, si conserva; quindi questa proprieta risulta verifi-
cata anche nel caso del corpo rigido, il quale ¢ un particolare schema particellare. D’altra parte ¢
immediato rilevare che

dL =dT
dL =—dll > dE =dT +dll =dL—dL =20
E=T+1
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Capitolo 12.Lavoro e energia per lo schema particellaree
il corpo rigido

12.1. Lavoro di una sollecitazione su uno schema particellare. Consideria-

mo uno schema particellare costituito dagli n elementi materiali E;, E,,...E, e diciamo che

sull’elemento h — mo agisca complessivamente la forza

fo = fh(ﬁl, iy OBy By, oo, B t)

la quale sia la somma delle forze che gli altri n — 1 elementi e il resto dell’universo esercitano su es-
so. Allora definisco il lavoro che la sollecitazione costituita dalle forze

12.) {fi, for s fu}

esplica sullo schema particellare dato, tra gli istanti ¢4, t,, la sommatoria
t, 2 -

122) Leg, = Zhes ([ Fr - Bt

Nel caso di una sollecitazione posizionale il lavoro 12.2 perde la dipendenza dal tempo e si scrive

122) Lip =3 ([, fadx + fuydy + frzdz)

dove y,, ¢ la traiettoria descritta dall’elemento h — mo tra gli istanti t;,t,. Resta definita allora la
forma differenziale lineare dello spazio R3" data da

12.3) dL = T}_1(fuxdx + frydy + fr,d2)

la quale prende il nome di lavoro elementare della sollecitazione.

12.2. Sollecitazione conservativa e energia potenziale. La sollecitazione 12.1 si
definisce conservativa quando ¢ posizionale e quando la forma differenziale lineare 12.3 risulta esse-
re esatta. Resta allora definita nello spazio R3™1a funzione

ou
(on = fix
— — ou
124) U=U(0P,,..,0R) & 45-=fry h=12.n
au
\a5, = fnz

la quale rappresenta la primitiva della forma differenziale 12.3 e prende il nome di potenziale della
sollecitazione, in analogia con quanto visto per il singolo elemento materiale. Cid posto il lavoro
12.2 per una sollecitazione conservativa si scrive
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n

, _i aud+aud+aud Zf ade 6Udy+6Udz>dt
Lz axh x ayh Y z axh dt ayh dt aZh dt

h=1 \"Yh =y
tz
ou dx ou dy oU dz
a f hz (axh dt dyy dt + dzy, dt) dt = _[ dt =U(ty) - U(ty)
t; h=1

Si definisce poi energia potenziale della sollecitazione la funzione
125) I=-U

E dunque il lavoro che la sollecitazione conservativa compie per portare lo schema particellare dalla
configurazione A alla configurazione B risulta dato da

¢ Sollecitazione newtoniana. Consideriamo uno schema particellare costituito da n elementi mate-
riali e la sollecitazione composta dalle forze che essi si scambiano fra loro. Intanto la forza che
I’elemento h — mo esercita sull’elemento k — mo, in base alla 11.13, & data da

Gmpmy Thk _ —Gmpmy (x=xn) €1+ (Yk—Yn) €2 +(Zk—2zn)é3
ik Thie  (=xp)?+Vk=yr)2+(zr—2z1)?  O—xp)2+Yk—yr)*+(zk—2zn)?

127D frie(Xns Yo Zns Xis Yier Z) = —

Per esaminare la sollecitazione consideriamo il caso in cui lo schema particellare sia costituito da
quattro masse. Allora il lavoro che le forze del campo gravitazionale fanno per portare le masse da
una configurazione A, assunta all’istante t;, a una configurazione B, assunta all’istante t,, essendo

A:{(x14, Y14, Z14) (X2, Y210 Z24), (X34, V345 Z34), (X440, Vans Zan)}
B:{(x1p,Y1p, Z18), (X2B, Y28, Z28), (X35, Y38, Z38), (X4, Y4B, Z48) }

in base alla definizione 12.2 ¢ dato da
2 2
B = j(fu "7, tfi3 T3 +f14'§4)dt+ f(le "7 t 12 Uy +f24'7_7)4)dt+
tl tl

2 2
+f(f31'1_7)1+f32'1_7)2+f34'1_7)4)dt+f(f41'1_7)1+f42'1_7)2+f43'1_7)3)dt
t1 t1

Considerando poi che le forze che si scambiano due elementi sono uguali se non per il verso, allora
possiamo scrivere

t2

Lup = f (}?12'(1-7)2_1_51)"']?13'(1_53_61)+ﬁ4'(ﬁ4_§1)+]E;4'(§4_§2)+ﬁ,4'(134_133)+ﬁ3'(§3_172))dt

t1

Osservato poi che
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X2 —Xq
fio (U, —Vy)dt = f1,-d (3’2 - }’1>

Zz - Zl
e che relazioni analoghe valgono per gli altri 5 addendi, allora il lavoro si scrive

Lap =
B

X2 = X1 X3 — X1 X4 — X1 X4 — X2 X4 — X3 X3 — X2
zf flz'd(yZ_y1>+f13'd(y3_y1>+f14'd<y4_y1>+f24'd(y4_y2>+f34'd<y4_y3>+f23'd(y3_y2>
2 Zy — Zq Z3 — 21 Zy — 29 Zy — Zp Zy — 23 Z3 — Zyp

Allora si pud concludere che la sollecitazione delle forze gravitazionali che le quattro masse si scam-
biano fra loro ¢ conservativa poiché la funzione scalare

Gmqim, 4 Gmq,ms 4
VO =22+ (2 —y1)2 + (2, — 2102 (3 —x0)% + (3 — y1)? + (23 — 21)?
Gmqymy Gmymy
+ + +
VO =x)2+ s —y)2 + (2a — 20)? (= %2)2 + (s — ¥2)% + (23 — 25)?
Gmamy Gmsm,

+ +
\/(x4 —x3)% + (Y4 — ¥3)? + (24 — 23)? \/(xs —x2)% + (Y3 — y2)? + (23 — 2,)?

¢ la primitiva del differenziale lineare integrando essendo

au B Gmym, (xy —x1) B
(= x1) (g —x)2+ (v —y1)? + (2, — 21)? VG —x)%+ (v, — y1)% + (2, — 21)? =
U _ Gmym, (y2 —y1) = f
00z —y1) (2—x)*+ 2 —3)* + (2 —71)? Ve —x)% 4+ (v, — y1)% + (2, — 21)? i
au _ Gmym, (zy — z1) _
Az —21) (2 —x)%+ (2 — y1)? + (2, — 21)? Vo = x)2+ (y — y1)% + (2, — 21)? = fraz

Dunque la sollecitazione considerata risulta conservativa secondo la definizione 12.4, e la sua ener-
gia potenziale ¢ data dalla funzione I1 = —U. Quanto trovato si generalizza affermando che

la sollecitazione costituita dalle forze gravitazionali

Gmpmy Thk _ —Gmpmy (x—=xn) €1+ (Ve —Yn) €2 +(Zk—2zn)é;
ik Thie  (=xp)?+Vk=yr)2+ (k=212 O—xp) 2+ k—yr)*+(zk—2zn)?

12.8) frie(Xn, Y, Zns Xis Yier Zx) = —

che gli elementi di uno schema particellare si scambiano fra loro é conservativa, la sua
energia potenziale é data da

—_— —_— 1 G
129) T(OPy, ...,0P,) = ¥h-1 Xk=1 Tk

keh N =X+ k=yn)2+(zi~2p)?
essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni di classe due di n elementi (cioe ogni

coppia va considerata una sola volta); il lavoro che tale sollecitazione realizza nel pas-
saggio del sistema dalla configurazione A alla configurazione B é dato da
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Lap = TI(A) — TI(B)
Il caso particolare di quattro elementi I’ho affrontato per giustificare il fattore moltiplicativo 2 della
12.9a partire dalla definizione di energia potenziale come primitiva (cambiata di segno) del lavoro

elementare della sollecitazione.

¢ Sollecitazione dei pesi. L’energia potenziale di uno schema particellare costituito da n elementi
materiali, soggetti al campo della forza peso

12.10) f = mg = —mgé,
¢ data dalla funzione
12.11) I1(z4, 23, -, Zn) = Xp=1MGZp

¢ Sollecitazione colombiana. Vale quanto detto per la sollecitazione delle forze gravitazionali, per
cui si puo affermare che

la sollecitazione costituita dalle forze coulombiane

2 (B Db 1 qndk Thk 1 qndk (xx—=xn)€1+(Vi—Yn)€x+(Zk—2n)é;
12.12 OP,;,0P,) =——2=""===
) fhk( h k) amey T Thie  4meo (e—xXp)2+W—yn)2+(2K—21)? [ (e—xp)2+i—yn) >+ (zk—2p)?

che gli elementi (provvisti di carica elettrica) di uno schema particellare si scambiano
fra loro é conservativa, la sua energia potenziale e data da

D "D 1 Gmpm
12.13) I(OP4, ...,OP,) = =X"_, Sr_ hTk
) ( ! n) 2 4=l Zl]i;;ll VOk=xp)2+(—yn)?+(zx—2p)?

essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni di classe due di n elementi (cioé ogni
coppia va considerata una sola volta); il lavoro che tale sollecitazione realizza nel pas-
saggio del sistema dalla configurazione A alla configurazione B ¢é dato da
Lyp = T1(A) — I(B)
¢ Sollecitazione elastica. Ragionando in modo analogo al caso della sollecitazione interna gravita-
zionale, e considerando quanto indicato nella 11.25 se indichiamo K, la costante elastica caratteriz-

zante la forza elastica fra I’elemento h-moe 1I’elemento k-mo, allora possiamo affermare che

la sollecitazione costituita dalle forze elastiche

12.14) ﬁlk(O—P)h' WJ)k) = —KniTnr = _:th((xk —xp)é + (Vi —yn)é; + (24 — Zh)§3)

che gli elementi di uno schema particellare si scambiano fra loro é conservativa, la sua
energia potenziale é data da

12.15) 11(0P,, ..., 0B,) = %zgﬂzgzigmk (G —x)* + 0= %) + (e — z)?)
*
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essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni di classe due di n elementi (cioé ogni
coppia viene considerata una sola volta); il lavoro che tale sollecitazione realizza nel
passaggio del sistema dalla configurazione A alla configurazione B ¢ dato da

Lyp = T1(A) — I(B)

* Sollecitazione centrifuga. E un caso formalmente analogo a quello della sollecitazione elastica nel
caso piano. Estendendo quanto provato per la coppia di elementi si ha che

la sollecitazione costituita dalle forze centrifughe
1216) fh = —mh(l_)) X (0_)) X Oph) = —mh(l)z(xhé)l + Yhé)z)

a cui gli elementi di uno schema particellare ruo- a

tante rispetto a un sistema inerziale, sono sotto-

poste, e conservativa, la sua energia potenziale e N
data da

gl

N

Il
N

12.17) T(0P,, ..., 0F,) = = Bh_y s mpw?(x,? + 3,2) Q T~ dm

essendo gli addendi tanti quanti le combinazioni
di classe due di n elementi (cioé ogni coppia vie- n

. . 0=20 —
ne considerata una sola volta); il lavoro che tale = >
sollecitazione realizza nel passaggio del sistema

dalla configurazione A alla configurazione B e
dato da

X

Ly = T1(4) — TI(B) ~ d

12.3.Teoremi energetici per lo schema particellare. Definisco energia cinetica di
uno schema particellare la somma delle energie cinetiche di ciascuno dei suoi elementi.

¢ Teorema di Koenig.Afferma che I’energia cinetica di uno schema particellare risulta data da

1
12.18) T = EMvé +T¢
dove M & la massa totale dello schema particellare, ¥; & la velocith del suo baricentro e TC &
I’energia cinetica dello schema particellare rispetto a un sistema di riferimento che abbia origine nel
baricentro e che abbia velocita angolare nulla rispetto al sistema di riferimento considerato fisso'.
Infatti in base alla 5.1 la velocita dell’i-mo elemento” & data da

12.19) ¥y, = ¥g + BF

e dunque I’energia cinetica dello schema particellare si scrive

' Si ricorda che il moto dello schema particellare rispetto a questo particolare sistema di riferimento prende il nome di
moto relativo al baricentro al baricentro, ed ¢ stato introdotto nel paragrafo 3.18.
? Ricordo che con I’apice G si indicano le grandezze cinematiche del moto relativo al baricentro.
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n 1 ) n 1 n 1 G G
T = _mhvh:z Emhvh'vhzz smp (Vg + V) - (Vg + V) =

h=1 2 h=1 h=1 2
n 1 - - n 1 - -G n 1 >G 2 n 1 >G =26
= —MpVg " Vg + —MpVg "V + —MuVy Vg + —MpV) Uy =
h=12 h=12 h=12 h=12
n n
=§MU§+ My Vg + TC = =Mv2 + Vg mpBE +TC =
h=1 h=1

dove si & considerato che la velocita B¢ del baricentro nel moto relativo al baricentro & nulla.

¢ Teorema del lavoro e dell’energia cinetica. Considerando la definizione 12.2 del lavoro di una
sollecitazione, nonché il teorema del lavoro per I’elemento materiale (paragrafo 11.4), segue che

anche per uno schema particellare la variazione dell’energia cinetica fra gli istanti t,, t,
e pari al lavoro che la sollecitazione agente su di esso (esterna e interna) compie in quel-
lo stesso intervallo di tempo.
Dunque possiamo scrivere
1220) T, = Ty = L, + LS,
dove si ¢ distinto il lavoro delle forze esterne da quello delle forze interne per ricordare che in uno
schema particellare (a differenza, come vedremo, di cio che accade in un corpo rigido) le forze inter-

ne compiono un lavoro non nullo.

¢ Energia totale e teorema di conservazione. Detta energia totale di uno schema particellare la
somma

122) E=T+11
dell’energia cinetica e dell’energia potenziale, allora

. . . < . . 3
se la sollecitazione agente sullo schema particellare ¢ sostanzialmente conservativa’, se-
gue che ’energia totale si conserva.

Infatti per la 12.6, la 12.20 e 1a12.21 si ha che

Ey—E =T, +I, =Ty =1, =T, —T))— (Ul =1II;) =L, — L, =0

12.4. Lavoro di una sollecitazione su un corpo rigido. 1l lavoro elementare su
un corpo rigido della generica sollecitazione di risultante F e momento totale rispetto al baricentro
dato da MG, ¢ dato da

12.22) dL = F - $ydt + M, - @dt

Si parla di sollecitazione sostanzialmente conservativa nel caso in cui le eventuali forze non conservative presenti non
compiono lavoro (ovvero sono forze a potenza nulla).
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essendo U la velocita del baricentro del corpo rigido e @ la sua velocita angolare. Infatti essendo il
corpo rigido un particolare schema particellare, deve valere la 12.3 cioe

dL = f £(P) - B(P)dtdV = j F(P) - (3(G) + @ x GP)dedv =
Q Q

=ff(P)-ﬁ(a)dtdv+jf(P)-@xﬁdth:
Q Q

_ f F(P)dt - B(G)dV + f F(P) - @ x GPdtdv =
Q Q

=ﬁ-aadt+ja-ﬁ’xf(P)dth=ﬁ-aGdt+a-jf(P)xﬁ;’dth=
Q . R Q

Indicato poi () un generico punto solidale al corpo rigido ¢ immediato verificare che la 12.22 ¢ equi-
valente alla piu generale

12.22.bis) dL = F - Bodt + M, - @dt
¢ Lavoro della sollecitazione interna di un corpo rigido. Nel paragrafo 10.2si ¢ dimostrato che la
sollecitazione interna di un sistema di punti materiali (e dunque, in particolare, di un corpo rigido) ¢

equivalente a zero, ovvero ¢ equivalente a una forza nulla e a una coppia nulla. Ma allora la 12.22 ci
permette di concludere che

il lavoro della sollecitazione interna di un corpo rigido e nullo.

12.5. Energia cinetica e teoremi energetici per il corpo rigido. mtanto vale
la pena ricordare che il corpo rigido € un caso particolare di schema particellare e dunque valgono
per esse tutti i risultati ricavati per lo schema particellare.

¢ Energia cinetica. L’energia cinetica di un corpo rigido si scrive
_1 2 1 2
1223) T = - Mg + 3w

dove si intende che J,, ¢ il momento di inerzia del corpo rispetto a un asse bari centrale il quale sia
istante per istante parallelo all’asse di rotazione. Infatti

1 1 1 . .
T=j§pu2(P)dV=§jpﬁ-ﬁdv=§fp(ﬁ((;)+5xGP)-(ﬁ(G)+5xGP)dV=
Q Q Q

1 R 1 R R
=§fp17(6)-17(6)dv+fpﬁ(G)-@xGPdV+5fpa_}xGP-axGPdV=
Q Q Q
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1 =4 1 — 2
=§Mvc2;+17(0)><5-jpGPdV+§jp|8><GP| dv =
Q Q
— 2
I Lo 1 7 - 1,01,
==MvE+3(G)X & MGG +=w? | p|—xGP| dV ==MvE+=w?],
2 2 w 2 2
Q

¢ Teorema del lavoro e dell’energia cinetica. Vale il teorema omonimo dimostrato per lo schema
particellare (il corpo rigido ¢ un particolare schema particellare). Comunquevale la pena riportare la
dimostrazione nel caso del corpo rigido: sostituendo le equazioni delle 9.15nella 12.22 e fatte le
semplificazioni del casosi ha

dL = F - Dgdt + (Jewg + Jpan + Jr@7)dt = Mdg - Ddt + (Jewgws + [y, + Jrdrwe)dt =

F-
1
EMdVG + = d(]f(l)f +]n“)n +]¢a)<-) d >

1 1 Wi wE

M UG + = a) ]g ] E + ]{ E
Si consideri (magari con un disegno) che wg/we il coseno direttore della retta baricentrale parallela
alla velocita angolare; ma allora

2 0)2

w a)
Jg—f+1 ==

w2

E dunque la tesi:

1 2 1 2
dL =d(—J\/[vG +Ew ]w> =dT

2

Ricordo che il sistema di riferimento di assi &, 7, {¢ la terna centrale di inerzia del corpo rigido.

¢ Teorema dell’energia totale. Per lo schema particellare si ¢ dimostrato che 1’energia totale, som-
ma dell’energia potenziale e dell’energia cinetica, si conserva; quindi questa proprieta risulta verifi-
cata anche nel caso del corpo rigido, il quale ¢ un particolare schema particellare. D’altra parte ¢
immediato rilevare che

dL =dT
dL =—dll > dE =dT +dll =dL—dL =20
E=T+1
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Capitolo 13.Statica dell’elemento

13.1. Quiete ed equilibrio per I’elemento. Si definisce quiete nel punto Q il moto
13.1) 0P(t) =00 Vt=0

Il punto materiale soggetto alla forza

132) f=7(0P,0P )

si dice che occupa una posizione Q di equilibrio se la soluzione del problema di Cauchy

(moP(®) = f (0P(6),0P(0),t)

13.3) ﬁ(t =0) = O_Q)
\ 0P(t=0)=0

¢ il moto 13.1, cioe la quiete. In altri termini

una posizione si definisce di equilibrio se, partendo da essa con velocita nulla I’elemento
rimane in quella posizione, per sempre.

13.2. Problema diretto della statica per 1’elemento.Dato un punto materiale sog-
getto alla forza 13.2, si dice problema diretto della statica la ricerca di tutte le sue posizioni di equili-
brio.

Le posizioni di equilibrio per I’elemento soggetto alla forza 13.2 sono tutte e sole le posizioni O_Q)
che soddisfano I’equazione

13.4) f(ﬁ:@,ﬁ)=o,t)=0 vt >0

Infatti se O—Q> ¢ una posizione di equilibrio, allora (per definizione) il moto 13.1 & una soluzione del
problema di Cauchy13.3, e dunque

m0@(®) = f (00(1),00(),t) < 0= f(00,0,¢)

essendo nulle le derivate prima e seconda di O—Q> Se viceversa O—Q> soddisfa la 13.4 allora soddisfa il
problema 13.3 (infatti verifica sia le condizioni iniziali che 1’equazione differenziale), dunque ¢ una
posizione di equilibrio.

13.3. Problema inversoe problema misto della statica per I’elemento.Nel
caso in cui la forza risultante agente sull’elemento sia solo parzialmente nota, si definisce problema
inverso della statica la determinazione delle incognite dinamiche in corrispondenza delle quali una
posizione assegnata sia di equilibrio; si definisce invece problema misto la determinazione sia delle
incognite dinamiche che delle posizioni, che realizzano 1’equilibrio.
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PROBLEMA | FORZE AGENTI SULL’ELEMENTO | POSIZIONI D’EQUILIBRIO
diretto note incognite
misto parzialmente incognite incognite
inverso parzialmente incognite note

Le incognite dinamiche sono generalmente costituite dalle reazioni dei vincoli eventualmente presen-
ti.

13.4. Equilibrio stabile.Vediamo sotto quali condizioni una posizione di equilibrio P, si de-
finisce di equilibrio stabile. Se P, e vy sono le condizioni iniziali, allora P, ¢ di equilibrio stabile se

,VE=0

P,P(t
13.5) Ve, e, >0 364,86, >0]se {lPOPel <o 1l {I POl <&

vy < &5 v(t) < e,

Nel seguito vediamo in quali ipotesi si realizza I’equilibrio stabile per un elemento soggetto a una
forza totale

13.6) f(OP,,t) = f,(OP) + f,(OP, ,t)

dove il primo addendo sia una forza conservativa, il secondo sia invece rappresentato da una forza
che sviluppa potenza nulla, ovvero che realizzi la condizione

13.7) f,(OP,,t) L #(t) vt

Ricordo che all’elemento risulta associata una energia potenziale II legata alla presenza della forza
conservativa, e ad essa legata dalla relazione

13.8) f,(0P) = —Vni(0OP) vP
Valgono allora i seguenti teoremi.

LEMMA, EQUILIBRIO. Considerandogli enti appena introdotti si ha che se valgono le seguenti
ipotesi

1) P, ¢ un punto di estremo relativo per I’energia potenziale IT;
2) P, ¢ un punto interno dell’insieme di definizione di II;

3) fz(ﬁ;, 0, t) = 0 in ogni istante
allora P, ¢ un punto di equilibrio.

DIMOSTRAZIONE. Le ipotesi 1,2 su P, ci dicono in particolare che esso ¢ un punto estremale,
ovvero che si verifica la condizione

VII(OF,) = 0
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che si scrive anche

fi(0R) =0
Ma allora, stante anche 1’ipotesi 3, abbiamo in definitiva che
f(OR,3,t)=0 vt
Dunque, secondo quanto visto nel paragrafo 13.2, P,costituisce una posizione di equilibriom
TEOREMA DI DIRICHLET, EQUILIBRIO STABILE. Nelle ipotesi del teorema di cui sopra si
ha che se in particolare P, ¢ un punto di minimo relativo proprio per II, allora esso € un punto di e-

quilibrio stabile.

DIMOSTRAZIONE.L energia potenziale ¢ definita a meno di una costante additiva arbitraria, dun-
que ¢ lecito porre

13.9) N(0P,) =0

Quindi se P, ¢ un punto di minimo relativo proprio abbia-
mo

13.10) 30 > 0 | se |R,P| <o = T(0P) >0

Si consideri ora un arbitrario & > 0 e si ponga

13.11) r(&;) = min{e;, o}

Sia S(e;) la sfera' di centro P, e raggio r(&;): essa costi-

tuisce un insieme chiuso e limitato che dunque ammette
un punto M(&;) di minimo assoluto. Per cui si ha

13.12) TI(OP) = 1(OM) = 0, VPeS(e;)
Ora si consideri un arbitrario €, > 0 e si ponga
. — 1 2
13.13) E(ey, &) = min {11(0M),5 me3}
Data la continuita di IIsi deduce, per note proprieta delle funzioni continue, che
13.14) 36, (21, ;) | |[B.P| < 81(e1,82) = 0 <TI(0P) <E(zy,2,)

Considerando ora che deve risultare

PeS(g;) = M(OP) = 1(OM) = E(gy, &) > %E(el, £)

"In figura si ¢ considerato, arbitrariamente, il caso &; < 0.
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deve essere r(&;) > 8;(&4, &,), perché se cosi non fosse si avrebbe 1’assurdo

— 1
n(oP) < SE(ere)

PeS(g;) = 1
n(or) > SE(en )

Si ponga ora

13.15) 52(81, 82) = ’E(%’E‘Z)

Considerando ora le condizioni iniziali Py, v, abbiamo

—_ 1
|P.Pol < 61(e1,82) = H(OPO) < EE(SL £2)

13.16) ) )
vy < 8,(81,8) = Emvg < EE(sl, &)
ovvero
|P.Py| < 81(eq,&2) —= 1. 9
13.17) { Vo < 8,(e1, ;) = H(OPO) +5mug < E(&q,&2)

Considerando ora I’ipotesi sulla natura della sollecitazione agente (forza conservativa piu forza a po-
tenza nulla) ne segue che 1’energia totale deve conservarsi e dunque dalla 13.17 si ha

|P,Py| < 61(e1,€2)

13.18) { v < 6(&9,€2)

= 11(0P(t)) +3mv(t) < E(eye,) vt

ovvero in particolare

|P.Py| < 81(eq,&2)

13.19) { vy < 8,(&1,€2)

S0 (ﬁ(t)) < E(ey,e,) Vt
La precedente permette di asserire, considerando la 13.13, che, dovendo essere I1 (Wj(t)) < H(W)
in ogni istante, si avra necessariamente |Pe_15(t)| < r(&) < &, cioe pil precisamente

|P,Py| < 61(e1,€2)

13.20) { vy < 6(&9,€2)

= |RP(t)| <& Vvt

Dalla 13.18, in base alla 13.10, si ricava anche

|P.Po| < 8:1(e1,82) 1,
{ Dy < 8,(£1, £4) = 5 MV (t) < E(gq,85) Vt

che in virtu della 13.13 comporta

{|PeP0| < 61(e1, &) :1

1
2 L2
vy < 8, (21,,) 5 MV () < 5 Me) vt

98



OVVETO

|P,Py| < 81(eq,&2)

S>v(t)<e Vt
vy < 8,(&1,€2) © 2

13.21) {

In definitiva le 13.20, 13.21 forniscono la tesim

TEOREMA, ESTENSIONE DIRICHLET. Ora supponiamo che la componente non conservativa
della forza non sia a potenza nulla, ovvero che sia dissipativa. Anche in questo caso vale la tesi del
teorema di Dirichlet, ovvero che ogni posizione di minimo relativo ¢ una posizione di equilibrio sta-
bile.

DIMOSTRAZIONE. Si ottiene la tesi utilizzando la dimostrazione del teorema precedente conside-
rando dopo la 13.17 che in questo caso la conservazione dell’energia non vale e in particolare

n(0P®)+ 5mvA(8) < 11(0Py) + 5 mv}

¢i0 che non muta il resto della dimostrazionem
TEOREMA DI LIAPUNOYV, EQUILIBRIO INSTABILE. Se valgono le seguenti ipotesi

1) P, ¢ un punto di estremo relativo per I’energia potenziale IT;
2) P, ¢ un punto interno dell’insieme di definizione di II;

3) P, NON ¢ un punto di minimo relativo proprio;

4) f = 0 ¢ tutta conservativa

allora P, non ¢ un punto di equilibrio stabile (ovvero, come si dice, ¢ un punto di equilibrio instabi-
le).

DIMOSTRAZIONE. Omessam

13.5. Teorema del lavoro virtuale per I’elemento. Si definisce spostamento vir-

tuale qualunque spostamento § il quale sia compatibile con i vincoli a cui ¢ soggetto I’elemento. Si
definisce altresi lavoro virtuale la grandezza scalare’

13.22) L,(0P,t) = f(OP,0,t) - &

essendo f la sollecitazione totale agente sull’elemento; si noti la dipendenza del lavoro virtuale dalla
posizione e dal tempo, la quale discende direttamente dall’analoga dipendenza della forza agente
sull’elemento. Ebbene voglio dimostrare che

una posizione ¢ di equilibrio per ’elemento se e solo se e nullo il lavoro virtuale per
ogni possibile spostamento virtuale.

Se la posizione Q ¢ di equilibrio allora per la 13.4 si ha

* E’ importante osservare che il lavoro virtuale non ha il significato fisico di lavoro, ma & piuttosto un ente matematico il
quale acquista un significato fisico solo attraverso il teorema del lavoro virtuale (che segue).
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L,(0P,t) = f(0G,0,t)-6§=0-6=0 V&
cioe il lavoro virtuale ¢ nullo per qualunque spostamento virtuale. Viceversa se risulta

f(0OP,0,t)-6§=0 V&

deve essere in particolare

§=61%0= f,(0P,0,t)=0
§=6,i#0= f£,(0P,0,t) =0
§=6,i+#0= f,(0P,0,t) =0

dunque si ha f (ﬁ, 0, t) =0e pertanto, per la 13.4 si ha che P ¢ una posizione di equilibrio.
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Capitolo 14.Statica per schemi particellari e corpi rigidi

14.1. Configurazione di equilibrio.Per uno schema particellare (ciog un insieme non i-
solato di N elementi) si parla di configurazione di equilibrio quando ciascun suo elemento occupa
una posizione di equilibrio, secondo quanto definito nel capitolo precedente.

Per portare avanti la discussione riconsideriamo allora gli enti introdotti nel paragrafo 9.2: abbiamo
lo schema particellare costituito dagli N elementi diX; e dagli m diX,, dove si suppone che i primi
abbiano un’influenza trascurabile sui secondi. Siamo interessati alle configurazioni di equilibrio di
X,. Allora in base alla 13.4 e alla 9.9 si ha che le configurazioni di equilibrio sono tutte e sole quelle
che soddisfano le equazioni

141) 6 = ZI;\(]:lf_zhk(Ph,Pk,ah = 0, 1_7);( = 0) + ﬁ}f(Ph, ‘,})h = 0, t) h = 1,2, ,N
k+h

dove fp ¢ la forza che I’elemento k-mo di X, esercita sull’elemento h-mo, mentre ﬁ,f ¢ la forza che
complessivamente gli elementi di X, esercitano sull’elemento h-mo (I’apice vuole indicare che si
tratta di forza esterna).

14.2. Sistema della statica per schemi particellari.Sommando membro a membro
le 14.1 si ha

14.2) 0= XN, F¢(Py, ¥, = 0,0)
dove si ¢ tenuto conto che per la 9.2 la risultante delle forze interne che un insieme di elementi si

scambiano fra loro € nulla.
Dato il generico polo A4, dalle 14.1 si ha inoltre

N
0 x Pyd = Z(fhk(Ph;Pk,ﬁh =0,V = 0) ><PTA) +ES(PyBp=0,6) X PbA h=12,..,N
k=1
k#h

e sommando membro a membro
14.3) 0 = YN_(F¢(Py, Dy, = 0,8) X P,A)

dove si ¢ tenuto conto della 9.3 che comportal’annullamento della prima sommatoria a secondo

membro. Allora, indicata Fe 1a risultante della sollecitazione esterna e 1\71)2 il momento totale della
sollecitazione esterna rispetto al polo A,le 14.2 e 14.3 si scrivono

—

144) {6:ﬁe(P1,P2, ...,Pn;ﬁl = 0,1_7)2 = 0,...,1._7)N = O;t)
0= MS(PLP,, ..., Pyt =0,8, =0,.., 0y = 0;t)

Si osserva che le 14.4sono dedotte dalle 14.1, ma non equivalgono a esse. Questo vuol dire che la lo-
ro soluzione fornisce un sottoinsieme di tutte le configurazioni di equilibrio possibili.
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14.2. Sistema della statica per corpi rigidi.Nel caso particolare di schemi particellari
che siano rigidi sappiamo che la configurazione ¢ individuata dalla posizione del baricentro G e dai
valori degli angoli di Eulero 8, ¢,y. Dunque il sistema 14.4 si scrive

143) {Gzﬁe(c,e,go,lp;ﬁa=o;é=o,<p=o,z/)=o;t)
0= M;(G,0,0,9;7, =0, =0,¢ = 0,9 = 0;t)

14.3. Lavoro virtuale per schemi particellari. Estendendo la definizione 13.22 al
caso di uno schema particellare, detta C la configurazione di ¥; definita dalle posizioni Py, P, ..., Py
degli N elementi, chiamo sistema di spostamenti virtuali qualunque campo vettoriale che associ al-

N
la posizione dell’elemento i-mo uno spostamento §; compatibile con i vincoli imposti. Allora defini-
sco lavoro virtuale la grandezza scalare

146) Ly(C8) = Shoy (S fin(Pas P B = 0,5 = 0) - 8y + B (B B = 0,0) -6,
k+h

Si evidenzia la dipendenza dalla configurazione (condivisa con la sollecitazione interna e con quella
esterna) e dall’istante considerato (condivisa con la sollecitazione esterna). Si dimostra allora anche
in questo caso, come per 1’elemento, che la configurazione C ¢ di equilibrio, all’istante t, se e solo se
risulta nullo il lavoro virtuale per qualunque sistema di spostamenti virtuali. Infatti se il lavoro vir-
tuale € nullo per qualunque sistema di spostamenti virtuali allora, con ragionamento analogo a quello
visto per I’elemento, deve risultare

N
thk(Ph’Pklﬁhzolﬁk=0)+ﬁff(Ph"’3h=0’t)=0 Vh
keh

ovvero la 14.1, cioe I’equilibrio. Viceversa la 14.1 comporta banalmente I’annullamento della 14.6
per qualunque sistema di spostamenti virtuali.

14.4. Lavoro virtuale per corpi rigidi. Nel caso di corpi rigidi il sistema di sposta-
menti virtuali puo essere scritto attraverso 1’atto di moto virtuale, il quale si definisce come qualun-
que atto di moto che sia compatibile con i vincoli imposti, ponendo

14.5) 8(P) = BY(P)6t = BYSt + & X QPSt

Allora il lavoro virtuale relativo alla sollecitazione esterna si scrive
L(Ct) = j F(P)-37(P)stdV = f f(P) - (856t + & x QP)6tdV =
Q Q
- jf(P)-agatdw j F(P)- @ x OPst dV =
Q Q
= Fe . BY8t + f @Y 0P x f(P)6tdV = ¢ - 345t + @Y - f F(P) x QPSt dV
Q

Q
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Cioe
14.6) L& = Fe- B8t + M - @U6t
Considerando poi che la sollecitazione interna di un corpo rigido ¢ equivalente a zero (vedi paragrafo

10.2) allora, in base alla 14.6, si ha che il lavoro virtuale della sollecitazione interna ¢ nullo. Dunque
in definitiva il lavoro virtuale si scrive

14.7) L,(Ct) = L5(C t) = Fe(C t) - B8t + ME(C,t) - @Yot
Sopra, per brevita, ho scritto (C, t) al posto di (G, 0,,y; vz = 0; 6 =0, @ =0, l/) = 0; t). Mai cor-
pi rigidi sono particolari schemi particellari, dunque vale anche qui quanto provato nel paragrafo

14.3,0vvero che la configurazione C risulta di equilibrio, all’istante ¢, se e solo se il lavoro virtuale si
annulla per ogni sistema di spostamenti virtuali.
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Capitolo 15. Vincoli per I’elemento

15.1. Vincoli per I’elemento. Nella tabella sono classificate le tipologie di vincoli possibili
per un elemento con le limitazioni che vengono imposte al moto e le reazioni vincolari.

vincolo bilaterale

di linea

Elemento vincolato
ad appartenere a una
curva: le 3 incognite
cinematiche devono
soddisfare il sistema
di due superficie

{Wl(x,y, z)=0
Y, (x,y,z) =0

e quindi si riducono a
1 incognita cinemati-
ca indipendente

con attrito

caso statico

La reazione vincolare R si trova
fuori dal cono a due falde di apertu-
T .
rac — @ (angolo dipendente dal
materiale) avente asse definito dalla
tangente alla curva nel punto consi-
derato

caso dinamico

La reazione vincolare R si trova
sul cono a due falde di apertura
g— ¢4 (angolo dipendente dal
materiale) avente asse definito
dalla tangente alla curva nel pun-
to considerato

senza attrito

La reazione del vincolo ¢ ortogonale alla curva, ha verso e mo-
dulo incognito

di superficie

Elemento vincolato
ad appartenere a una
superficie: le 3 inco-
gnite cinematiche de-

vono soddisfare
I’equazione

Y(x,y,z) =0
e quindi si riducono a

2 incognite cinemati-
che indipendente

con attrito

caso statico

La reazione vincolare R si trova dentro
al cono di apertura @, (angolo dipen-
dente dal materiale) avente asse defini-
to dalla normale alla superficie nel
punto considerato

caso dinamico

La reazione vincolare R si trova sul

cono di apertura ¢, (angolo dipen-

dente dal materiale) avente asse de-

finito dalla normale alla superficie
nel punto considerato

senza attrito

La reazione del vincolo ¢ ortogonale alla superficie, ha verso e
modulo incognito
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lo unilaterale

vinco

Elemento vincolato
ad appartenere a una
curva: le 3 incognite

caso statico

La reazione vincolare R si trova fuo-
ri dal cono a due falde di apertura

% — @, (angolo dipendente dal mate-

riale) avente asse definito dalla tan-
gente alla curva nel punto considera-

e quindi si riducono a
2 incognite cinemati-
che indipendente

cinematiche devono :g to
m | soddisfare il sistema | &
= di due superficie <
= = caso dinamico
= {‘Pl(x,y, z)=0 ©
¥, (x,y,2) =0 La reazione vincolare R si trova
sul cono a due falde di apertura
e quindi si riducono a 2 _ ¢, (angolo dipendente dal
1 incognita cinemati- 2 . -
o materiale) avente asse definito
ca indipendente
dalla tangente alla curva nel punto
considerato
senza attrito La reazione del vincolo ¢ ortogonale alla curva, ha verso e mo-
dulo incognito
caso statico
La reazione vincolare R si trova dentro
al cono di apertura ¢, (angolo dipen-
dente dal materiale) avente asse defini-
to dalla normale alla superficie nel pun-
Elemento vincolato to considerato
ad appartenere a una
superficie: le 3 inco- =)
.= | gnite cinematiche de- | *Z
& . )
&E vono soddisfare - caso dinamico
& I’equazione =
= S
o lp(x' Y’ Z) = 0 =
= La reazione vincolare R si trova

sul cono di apertura ¢, (angolo
dipendente dal materiale) avente
asse definito dalla normale alla
superficie nel punto considerato

La reazione del vincolo ¢ ortogonale alla superficie, ha verso e

senza attrito modulo incognito
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Capitolo 16. Vincoli per il corpo rigido

16.1. Introduzione. Nel seguito sono passati in rassegna quattro vincoli di frequente applica-
zione per il corpo rigido:

snodo sferico
cerniera cilindrica
collare cilindrico
guida prismatica
appoggio a un piano

Per ciascuno di essi sono date le seguenti indicazioni.

Sistema di riferimento. Per ogni vincolo indico RC(0; x, y, z) il sistema di riferimento fisso,
solidale al vincolo; indico RT'! (Q; &nl g |) quello mobile, solidale al corpo rigido.

Relazione caratteristica Equazione dinamica che specifica la componente della reazione
vincolare che il vincolo stesso non ¢ in grado di esplicare; indirettamente dunque la relazione
caratteristica specifica anche quali sono i gradi di liberta, dei sei che il corpo rigido possiede,
lasciati liberi dal vincolo stesso.

Equazioni della dinamica. Il sistema 9.16 subisce delle semplificazioni nel caso del corpo
rigido vincolato a causa della soppressione di uno o pit gradi di liberta, operata dal vincolo.
Lavoro. L’espressione 12.23 del lavoro elementare realizzato dalla sollecitazione agente su
un corpo rigido viene adattata alla soppressione di alcuni gradi di liberta operata dal vincolo.
Energia cinetica. L’espressione 12.24 della energia cinetica viene adattata alla soppressione
di alcuni gradi di liberta operata dal vincolo.

Equazioni della statica. 11 sistema 14.5 subisce delle semplificazioni nel caso del corpo rigi-
do vincolato a causa della soppressione di uno o pit gradi di liberta, operata dal vincolo.

16.2. Snodo sferico. Si definisce in questo modo qualunque vincolo che
consenta un moto sferico del corpo rigido, ovvero un moto in cui un punto del-
lo spazio solidale al corpo rigido ¢ costantemente sovrapposto a un punto dello
spazio solidale al vincolo stesso.

A Il sistema di riferimento solidale
al corpo RT'!(Q; 1,11, ¢!) sia prin-
cipale di inerzia (non necessaria-
mente centrale) e sia () costante-

(I
mente sovrapposto all’origine O del sistema di riferi-
Q=0 mento RC(0; x,y, z), solidale al vincolo.

4
<

Le incognite cinematiche necessarie e sufficienti a de-
finire la posizione del corpo rigido sono tre, ad esempio
'3 gli angoli di Eulero 8, ¢, tra RI" e RC.

Il contatto tra il vincolo e il corpo rigido avvenga nei punti P;, P,, P53 ... Se ammettiamo un vincolo
senza attrito allora la reazione vincolare in ciascuno di questi punti ¢ costituita da una forza ortogo-

nale alla superficie di contatto. Indicata f; la forza vincolare relativa al punto i-mo abbiamo allora
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M§ = fP x PO+ ff x PO+ =0

Si riconosce allora che la sollecitazione vincolare ¢ equivalente a una forza applicata in {); dunque la
relazione caratteristica si scrive

16.1) M§=0

La prima equazione della dinamica (equazione 9.12) si scrive

M, (G)(t), G)(t)) = Fe(0(1),0(0), 1)
e evidenziando la componente attiva e quella vincolare della sollecitazione esterna, abbiamo
162) Mdg(0(6),6()) = F” + Fa(6(t), 6(0), t)

Si osservi che nota la sollecitazione esterna e le funzioni cinematiche, la 16.2 permette di ricavare la
reazione vincolare.

La seconda equazione della dinamica (equazione 9.16) si scrive

_ ]fl _]glnl _]glgl wf|
g|3) et Ty g || @t |+
—Jag —Ipig Tl @l

(e Tag g (s
g;) ey Ty gl d.)n| =MQ(®(t),®(t))
—Jelgt Tt T Wl

N

&

~ o~
2l

(M&Qxﬁ)+0_}ax(gl

N —

+(§

H_
N

Ma nel nostro caso il punto Q & fisso (dunque dq = 0) e inoltre la terna RT'!(Q; £l 71, 1) & principale

di inerzia, quindi I’equazione si semplifica nella
Je 0 0N /wg
ng)<0 Iyl 0><wn|>=ﬁﬂ COXIG)
0 o0 ](| d)il

o 21

]gl 0 0 a)$|
163) @, x (e 4 53)(0 Iyl 0><wnl>+(§

0 0 Ju/\@

Sviluppando il primo termine si ha

]fl 0 0 Wy ]fl 0 0 d)E|
-~ o~ § -~ o~ }
ax(@ 2 S 1 o)()e@ a s o)(a)-
0 0 ](I gl 0 0 ](I Wel
o ]glwgl o ]glwgl
=5ax(gl el g') Ipjon |+ (&l & g|3) Jylop | =
](qul ](qul
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~
2l

&

~
Al

&

~
Al

&

1 2 3 ~ ~ ~
= | wgl Wyl Wyl +(gl él g|3) ],7|a.>,7| =
Jeweg Jpwp Jowe Jo1ay
=(§l e élg) et = Jon) g1 +(§l e g'g) ]nlfx:),ﬂ
Uy —Je)wgiw, Jar@ql

Dunque la 16.3 si scrive

Je@g = (1 = Jg)@piwgl = Mgl
16.4) 160, = (g = Jo)wgwg = Mgy
Joi@g = (1 = Je)wgiwp) = Mg

Tenendo presente poi che MQ = 1\73 + 1\71)5 e la relazione caratteristica 16.1 si ha MQ = MS, dunque
abbiamo in definitiva

(Jeroer = Uy = Jg)wiwq = Mgy,
16.5) ]nl@nl - (]gl _]{I)wglwgl = M§n|
Uzi@g — Uy = Je)waw, = Mg,

Il lavoro elementare che la sollecitazione esterna (attiva e vincolare) esplica, par la 12.23, ¢ dato da
dL = F - Bdt + M, - @dt

Ma essendo g = 0 e Mg = M2 + MY = M2 si ha

16.6) dL = M& - @dt

Per I’energia cinetica si ha

N| =

T = f%pvz(P)de fpﬁ(P)-ﬁ(P)de

Q Q

N| =

fp(ﬁ(Q)+a_}><m5)-(13(Q)+cT)xm5)dV=
Q

—_— —_— 1 —
=%fp(BXQP)-(cT)xQP)dV=§fp|c7)><QP|2dV=
Q Q
2

_1 Zf me)) av
_Zw w P
Q

Dunque
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16.7) T = %aﬂ]w

dove si intende che ], sia il momento di inerzia rispetto un asse che passi per (0 e sia parallelo a @.

11 sistema della statica si scrive

— fe 0 = Fa(9, 0,1;0,0,0; ) + F¥
16.8) {0 ie:{ @, 0.9 )+
0=M¢ 0=M3®,p,;0,0,0;t)

La seconda equazione permette di ricavare i valori degli angoli di Eulero che individuano le posizio-
ni di equilibrio; questi valori, sostituiti nella prima equazione permettono di ricavare la sollecitazione

vincolare.

Per quanto riguarda i sistemi di riferimento si consideri un punto () dell’asse

del corpo mobile sovrapposto al punto O dell’asse del corpo rigido. Il sistema di riferimento RT!, so-
lidale al corpo rigido, abbia asse &! sovrapposto all’asse x. Allora la posizione del corpo rigido & de-
finita da 9, anomalia (angolo con segno) fra y e n!, assunta positiva se le rotazioni sono antiorarie.

16.4. Cerniera cilindrica. Un cilindro retto a sezione circolare & inse-
rito in una cavita cilindrica di raggio appena superiore; i due assi sono sovrap-
posti; inoltre due risalti alle estremita impediscono la traslazione lungo la dire-

zione degli assi. Dunque 1I’unico moto possibile ¢ quello rotatorio. ‘ \

La relazione caratteristica si deduce consi- !
derando che il vincolo non offre resistenza
alla rotazione intorno a &/ = x e dunque de- Q=0 Tﬁé
ve essere >z
169) Mi-i=0 N
La prima equazione della dinamica si scri- \ L ,
ve \]
>

. I , | = x G 9

Mg (8(6), 9(0)) = F” + F4(9(t); (0); t) Yoo

Considerando poi che le funzioni cinematiche del baricentro, con a e [ costanti geometriche, sono
del tipo

lcosa 0 0
0G(t) = (l sin & cos 19(t)> = 3(t) = Isina| =9 sin9(t) | = @) = Isina| —9(t) sindI(t) — I(t) cos I(t)
Isina sin9(t) 9(t) cosI(t) 9(t) cosI(t) — 9(t) sinI(t)

la prima equazione della dinamica si scrive in forma scalare

0 = FZ + E&(9(); 9(6); t)
16.10) < —IM sina (é(t) sind(t) + 9(¢t) cos ﬁ(t)) = Fya({)(t);ﬁ(t); t) + Fy
IM sina (S(t) cosI(t) —9(t) sin19(t)) = FZa(B(t); 9(t); t) + E/
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La seconda equazione della dinamica (equazione 9.17) si semplifica considerando che 1’unica
componente non nulla della velocita angolare € w; =9 e dunque

Jelwgl
(51 & §'3) Jelgwe® = Jely @l | = Mo (9(2); 9(t); t)
Jelgiwa® = J g1l

Considerando poi la relazione caratteristica 16.9 abbiamo il sistema scalare

Jed () = Mg (9(); (6); t)
16.11) { Jelgr92(6) = Jeiy 9 (©) = Mg (9(6); 9(0); ) + Mg
el 9%(6) = e 9(®) = Mg (9(6); 9(0); ) + Mg
Dalla prima equazione ¢ possibile ricavare la legge del moto 9 = 9(t), che sostituita nelle altre due
equazioni consente di calcolare le componenti incognite del momento totale della sollecitazione vin-

colare. Sostituendo poi la legge del moto nelle 16.10 si ottengono le componenti della risultante della
sollecitazione vincolare.

Il lavoro elementare che la sollecitazione esterna (attiva e vincolare) esplica, par la 12.23, ¢ dato da

e dunque, per la relazione caratteristica 16.9, si ha

16.12) dL = OMdt

L’energia cinetica ha espressione formalmente analoga alla 16.7, trovata per lo snodo sferico. Ma in
questo caso la velocita angolare ha direzione fissa, quella di £ = x. Dunque si ha

Y
16.13) T = 219 ]E|

11 sistema della statica si scrive

(O=I?'a(19;0;t)+13”
0=ﬁ6${0=ﬁa(ﬁ;0;t)+ﬁ”:}l 0= §§|(19;0;t)
0=Ms " 0=Mg(;0;0)+ My |0 =M (80;0) + M7,

L0 = M3, (9;0:6) + M}

16.14) {

Le posizioni di equilibrio si ricavano dalla seconda equazione.

16.5. Collare cilindrico. Si tratta di una cerniera cilindrica senza risalti, cioe libera anche di
scorrere lungo 1’asse di rotazione.
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Anche in questo caso il sistema di riferimento RT! solidale al corpo rigido, ha asse &! costantemente
sovrapposto all’asse x del sistema di riferimento fisso RC; ma I’origine (1 scorre lungo I’asse x. Si
considera poi un terzo sistema di riferimento RC!, il quale abbia origine O! costantemente sovrappo-
sta a (), e assi costantemente paralleli ai rispettivi assi di RC.

Allora la posizione del corpo rigido & definita dalla anomalia 9, angolo con segno fra y! e nl, e dalla
ascissa x del punto Q = 0!,

v

1

La relazione caratteristica si scrive
F; =0
16.15) { _,
Mg-1=0

La prima equazione della dinamica si scrive

Mg (9(6), xa(0); 9(8), 2a(8)) = F” + Fo(3(8), %0 (£); 8(8), %a (); )

e facendo considerazioni analoghe a quelle viste per la cerniera cilindrica si perviene alle equazioni
scalari

Mig(t) = B + EHI(8), xq(8); 9 (1), %o (1); t)
16.16) { —IM sin a (3(t) sin9(t) + 8(¢) cos 9(1)) + Mo (t) = Fy + Fya(ﬁ(t),xﬂ(t); 9(t), %q (t); t)
IM sina (8(t) cos 9(t) — 9(t) sin9(t)) + M Zo(t) = EY + FZa(ﬁ(t), xq (t); 19(15),569(15); t)

La seconda equazione della dinamica (equazione 9.17) si semplifica considerando che 1’unica
componente non nulla della velocita angolare € wg = 9. Si ha

R Jerdi(t) Mg (9(6); 9(0); t)
Mle o ot Jerd*(0) =Ty d(0) | = | Mgy + Mg, (8(0); 9(e); 1) /
lcosa Isina O —]f|n|192(t) —]§v|<-|19(t) M;’w + Mg{|(19(t);1'9(t); t)

OVVETO
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Jed(@®) = gf|(8(t);1’§(t);t)
16.17) Jeg92(®) = J ey (®) = S,,|(19(t)'9(t)'t)
Zq(®)isina — Jg, 9%(t) — Jadﬁ(t) = Mg 1 (9();9(0); )

Il lavoro elementare che la sollecitazione esterna (attiva e vincolare) esplica, par la 12.23, ¢ dato da
dL —F 'Uth"‘Mﬂ (,L)dt— ( EI + )X_th‘}‘(M EI +Mﬂg|)8dt

e dunque, per la relazione caratteristica 16.15, si ha

16.18) dL = 9M E'dt

In base alla 12.4 e considerando che la velocita angolare & costantemente parallela a &/, I’energia ci-
netica ha espressione

_1 2 1 )2
T —EMUG +§]f|l9

Ma indicata [ la distanza di G dall’asse di rotazione, si ha

G = Z’IZSZ +xé

Dunque in definitiva I’energia cinetica si scrive
1 ¢ 1 ;

16.19) T = - M (1?9 + x§) + 5] 9

11 sistema della statica si scrive

[ 0=F§(x8;0,0;¢)
< (x6, 95 0,0; t)+F”

R R 0—F|(xG,19 0,0;t) + F
0=Fe :{O=Fa(x6,v9;0,0;t)+F” .

= M5 " |0 = M2 (xg,9;0,0;¢) + MY 0 = My (xg, 9; 0,0;¢)
0 =My (x5, 9;0,0;0) + My,
\0 = -Qfl(xG,ﬂ; 0,0; t) + My

16.20) {

Le posizioni di equilibrio si ricavano mettendo a sistema la prima e la quarta equazione.

16.6. Guida prismatica. E un collare cilindrico in cui, a causa della forma a prisma del
corpo rigido, & impedito il moto rotatorio. L origine del sistema di riferimento RT! scorre lungo
I’asse x del sistema di riferimento fisso RC. Dunque 1’unica incognita cinematica ¢ xg.
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\ 4

La relazione caratteristica si scrive
16.21) F ; =0
La prima equazione della dinamica si scrive

16.22) Mxq(t) = Fyj(xa(0); %o (); )

La seconda equazione della dinamica si puo ri-
cavare dalla 16.17, considerando che in questo
caso non vi sono componenti della velocita ango-
lare e inoltre in generale il momento totale della
reazione vincolare ha tutte e tre le componenti.
Dunque

0= M};gl + ng(xn(t);xn(t); t)
16.23) 0= M, + Mg (xa(); % (6); )
Zp(Olsina = Mg + Mg, (x(8); %o (0); 1)

Ricavata I’incognita cinematica dalla 16.22, il sistema 16.23 fornisce le componenti del momento to-
tale della reazione vincolare.

Il lavoro elementare che la sollecitazione esterna (attiva e vincolare) esplica, par la 12.23, ¢ dato da

dL = F - Bodt + Mo - @dt = (F§ + F}}) tadt

e dunque, per la relazione caratteristica 16.21, si ha
16.24) dL = IMdt

In base alla 12.4 I’energia cinetica ha espressione
16.25) T = - M54

11 sistema della statica si scrive

( 0="Fg(x;0t)
0 = Fi(xg; 0;8) + Fy)
— . 0- v
Ozﬁe 0=ﬁa(x6-0-t)+ﬁv 0= (I(xG;O;t)-F 7l
=> ) ) => <

16.26 -
) {o — g

0=My(xg;0;) + Mg | = Mpe (g3 0;8) + My

0= Msn|(x6; 0; t) + ;;Ul

\0 = Mgd(xa; 0; t) + M;;d

La prima equazione fornisce le posizioni di equilibrio.
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Capitolo 17. Cerniera cilindrica per corpo rigido pesante

17.1. Introduzione. Riprendiamo il vincolo di cerniera cilindrica considerato nel paragrafo
16.4 (con 1 medesimi sistemi di riferimento) e mettiamoci nel caso particolare in cui la sollecitazione
attiva sia costituita esclusivamente dalla sollecitazione dei pesi (ricordo che, in base a quanto visto
nel paragrafo 8.6, tale sollecitazione & equivalente alla risultante M g applicata al baricentro).

fl=x |
Mg
Si dice allora che il corpo ¢ bilanciato staticamente se il suo baricentro G si trova sull’asse della

cerniera &l = x .

17.2. Posizioni di equilibrio. Si dimostra immediatamente che se si ha il bilanciamento
statico allora ogni posizione ¢ di equilibrio, infatti il sistema della statica si scrive in questo caso

0 =Fe(9;0;t) + FV (0=MG+F’

— M2 (9:0- v —
0—MG§,|(19,0,1:)+MG§,| . 0= gf'
— a . - v _ 14
LO = MGn|(19, 0;t) + Mcnl 0= enl
— a . - v _ 14
O—MG{|(19,O,t)+MG(| 0= 62!
dove si ¢ preso come polo dei momenti il baricentro. Considerando poi la relazione caratteristica del
vincolo (16.9), risulta M'G’y = 0 e il sistema si scrive
0=MgG+F"
gV
0= el
gV
0=M, e

ed e soddisfatto per qualunque valore di 9, da cui la tesi.
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Consideriamo ora il caso in cui non vi sia bilanciamento statico, ovvero il caso in cui G non si trovi
su &I = x. Diciamo, senza perdere di generalitd, che G sia nel piano &/n!. Allora, detto G’ il punto in-
dividuato dalla proiezione di G su & | = x, il sistema della statica si scrive

{o:ﬁa(a;o;t)+ﬁv L) 0= MgxGET-T

— — _ - _,).,\ v

0=M&H(9;0;0) + My |0=MGxXGG"-j+ Mg,
\0=MgxGG  k+M,

Quindi in conclusione le posizioni di equilibrio sono tutte e sole quelle nelle quali si annulla il pro-

—_

dotto misto Mg X GG - i; cid che si verifica quando i tre vettori sono complanari ovvero in corri-
spondenza delle due posizioni per le quali la verticale per il baricentro intercetta 1’asse di rotazione
§l=x

17.3. Studio del moto. Nel caso specifico che stiamo considerando, ovvero quello in cui la
sollecitazione esterna sia la sollecitazione dei pesi, le due equazioni della dinamica 16.10 e 16.11 si
scrivono rispettivamente

0=Mg-1+F
17.1) {—l]\/[ sina (9(t) sin9(6) + 9(¢) cos I(8)) = MG - j+ FY
IM sina (9(¢) cos 9(¢) — 9(6) sind(t)) = Mg - k+FE
( Jed(6) = MGx GO - &
17.2) $ Jete92(®) = Jeryi9(©) = Mgy + MG X GO - &
e D) = Jg119(©) = My + MG % GO - &

Nel caso particolare del bilanciamento statico poi si ha
GO=GO0e dunque la 17.2 si semplifica come segue

Jed(t) =0
Jeig*(0) = JeyB(0) = M, + MGX G0 & =
~J g 82(6) = J 9 () = Mg, + MG X G0 - &
( §(t) = 0
S { Jeig92(®) = M, + G0 x & - MG
iy 92(©) = M3 + GO x & - MG
( 9 =9,
= 4 Jelgdo” = Mg, +Mlé - g
L—];lnﬂ%z = Mg, — Ml&; - g

Dunque, nel caso di bilanciamento statico le due equazioni della dinamica 17.1 e 17.2 si semplifica-
no nelle
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FV' =-MgG-1
17.3) {F =-Mg-j
B =-Mg-k
( 9 =9y b =9,

.2 o . -

174) 4 M;';nl =]f|§|190 - Mlgg g & M;-;y = M;;.T]' costy — M;;-(I sin 9
. . — AV v

LM;;Z' = —]E|n|1902 + Mlé, - g Mg, = Mo, sind + M, cos 9

dove si sono indicate le componenti del momento totale della reazione vincolare anche rispetto agli
assi fissi. Nel caso poi in cui 1’asse della cerniera sia verticale si ha 1’ulteriore semplificazione

va =-Mg
175 | E'=0
FF =0
19. :190 19 :7.9.0

j 2 . . 2

176) M;)m| :]flglﬁo ==} M;;y = (]flfl cos?V +]f|n| Sll’lﬁ)ﬁo
y 2 . .2

kM;;(I = —]stlnlﬁo kM})lz = (]flfl sind _]flﬂl coS 19)190

E se in fine si ha anche che 1’asse della cerniera ¢ asse centrale di inerzia si ha 1’annullamento del
momento totale della sollecitazione vincolare. Quando questa condizione si verifica si parla di bilan-
ciamento dinamico.

17.4. Bilanciamento dinamico. Sia dato un corpo K attraversato dall’asse z di un sistema
di riferimento RC(0; x, y, z), solidale al corpo stesso. Siano C;, C, due circonferenze di raggio R con
centri sull’asse z, disposte simmetricamente rispetto al piano xy. Voglio dimostrare qui che & sempre
possibile posizionare una massa su ciascuna circonferenza in modo tale da ottenere che z sia asse
centrale di inerzia del corpo. z

X2
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Diciamo

m, la massa posizionata in P; = (xq,y;,d);

m, la massa posizionata in P, = (x5, y,, —d);

K' il corpo a seguito dell’aggiunta delle masse;

G = (x¢,y¢) la posizione del baricentro di K prima dell’aggiunta delle due masse;
G' = (xg,y¢) la posizione successiva all’aggiunta delle due masse;

M la massa iniziale di K;

JyzJxz due dei prodotti di inerzia di a K;

Jyz»Jxz 1 rispettivi prodotti di inerzia di K.

Allora si ha che la posizione del baricentro dopo I’aggiunta delle due masse diventa

x, _ Mxg+mix1+myx;
17 7) G M+m1+m2
’ r_ Mycg+miyi+myy;
Ve M+mq+m,

mentre per i prodotti di inerzia si ha

17.8) {])IIZ = Jyz + y1dmy + y,(—d)m,
' ]J,CZ = Jxz + x12dmy + x; (—d)mz

Le due condizioni di appartenenza P;eC; e P,€C, si scrivono

xi +yi =R’
17.9) 5 2 o2
x; +y; =R

Affinché allora z sia asse centrale bisogna imporre che G’ appartenga a esso e che i prodotti di iner-
zia 17.8 si annullino. Si ottiene cosi il sistema

myx, + myx, = —Mxg
myy; + mpy, = —Myg
yimid — y,m,d = —Jyz
xymyd — x;myd = —J,

17.10)

Proviamo a risolverlo rispetto alle quattro incognite x4, V1, X2,Y,. Si vede che la prima ¢ la quarta
equazione costituiscono un sistema lineare nelle due incognite x4, x, il quale porge

mixq + myx, = —Mxg my m, X1\ _ (MxG) X1\ _
{xlmld - xzmzd = _].XZ < (mld _7’r§-2d) (xz) - ]xz C]? (xz) - (mld _mz
xl _ my m; - MxG) xl _ (_mzd _mz) (ch) _
< (xz) h (mld _mZd) ( Jsz < (xZ) B 2mim, -myd m Jsz -
_ 1 (—szde - mz]xz)
- Zmlmzd _mlMde + ml]xz

my my 7! (J\/l'x,;)
=4
d) Jxz

dunque
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Mxgd+],,

x =
17114 2myd
‘ ) ¥ = —Mde-l-]xz
2~ 2m2d

Analogamente la seconda e la terza del 17.10 costituiscono un sistema lineare in y4, y,:

e T A T 2 I B

my my "1 (Myg
d)( )‘E’

yimyd — y,myd = —Jy, myd  —myd) \y, Y2 Jxy
Cra w) ()
PN (yl) _ _m1d mq ]xy _ 1 —szde - mZ]xy
V2 2m;m,d 2mymyd \—miMycd + mqJy,
Dunque
_ ~Mygd—Jyz
i7apy Pt amd
) ) _ —Mygd+t]yz
yz - Zmzd

Sostituendo poi le 17.11 e 17.12 nelle 17.9 ricaviamo le masse incognite

\/(Mde+]xz)2+(MYGd+]yz)2
m, =

17.13) 4 2dR
\/(—Mde+]xz)2+(—M.'VGd+]yz)2
\m2 =
2dR

Le 17.11, 17.12, 17.13 risolvono completamente il problema di bilanciare dinamicamente K rispetto
z, per mezzo di due masse puntiformi, definendone posizione e valore. E’ interessante osservare che
aumentando d — che rappresenta un parametro arbitrario — ¢ possibile ridurre 1’entita delle due mas-
se.
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Capitolo 18. Moti alla Poinsot

18.1. Definizione. Si parla di moti alla Poinsot quando sono verificate le due condizioni:

18.1) un punto () dello spazio solidale al corpo ¢ costantemente sovrapposto a un punto O dello
spazio fisso;

18.2) il momento totale della sollecitazione (attiva e vincolare) risulta nullo rispetto al polo O.

Un esempio di moto alla Poinsot ¢ quello che realizza un corpo pesante vincolato a uno snodo sferico
in corrispondenza del suo baricentro G. In questo caso infatti

e il baricentro G ha posizione fissa rispetto allo spazio fisso = 18.1

¢ la sollecitazione attiva (sollecitazione dei pesi) ha momento totale nullo rispetto a G (in quan-
to & equivalente alla forza M g applicata in G), la sollecitazione vincolare ha momento totale
nullo rispetto a G in base alla 16.1, relazione caratteristica dello snodo sferico = 18.2

18.2. Momento totale della quantita di moto. i sistema di riferimento fisso sia
RC(0;x,y,2); sia RT'(Q;&,n,0) la terna principale relativa al punto 2 = 0. La prima immediata
proprieta che si dimostra ¢ che il momento totale della quantita di moto rispetto al polo O ¢ costante.
Infatti la seconda equazione della dinamica 9.16, in considerazione della 18.2, porge

18.3) I_.()O = MO =0= I_(>0 = costante

18.3. Energia cinetica. Si dimostra altresi che I’energia cinetica di un moto alla Poinsot &
costante, infatti la 12.22.bis porge in questo caso

dL = F - Bqdt + Mg - @dt = F - 0dt + M, - 0dt = 0
Dunque per il teorema del lavoro e dell’energia cinetica segue dT = 0, cio¢ appunto T costante.

18.4. Piani del moto. Consideriamo I’ellissoide di inerzia relativo al punto Q. Siano P, P’ il
punto della sua superficie in corrispondenza del quale 1’asse di istantanea rotazione intercetta
I’ellissoide; sia & il piano tangente in P all’ellissoide.
Per quanto dimostrato nel paragrafo 7.6 sappiamo

che 1?0 ¢ ortogonale alla superficie dell’ellissoide in
P; dunque esso ¢ ortogonale a .

Dalla 18.3 discende immediatamente dunque che il
piano m ha orientamento costante; e questa stessa
proprieta si dimostra per il piano 7', il quale si in-
tende come quel piano che tange 1’ellissoide nel pun-
to P'.

Vediamo ora come varia la distanza di m= da O. A tal fine si consideri che esiste una funzione scalare
k = k(t) tale per cui si possa scrivere OP = ka, per cui le coordinate di P sono
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18.4) (§p =kw: np=kw, {p=kaoy)

Per ricavare k dobbiamo imporre 1’appartenenza di P all’ellissoide, la cui equazione cartesiana ri-
spetto alla terna principale RT(Q; €,n,) si scrive J¢&* + J,n* + J;{* = x, dunque la condizione di
appartenenza porge

18.5) K2(Jews? + Jywy? + Jpwn?) = x © k = J X

Jgwg?+nwn®+Jgwy?

Se OP ha verso concorde rispetto @ allora il segno del radicale & positivo. Si consideri ora che
I’energia cinetica del moto, per la 16.7, si scrive

18.6) T =3],w= (]f +],7w +J; 2 ) w? =2 (Jewg? + Jywy? + J;w,?)

Sostituendo la 18.5 nella 18.6 abbiamo allora

18.7) k= i\/z
2T

Sappiamo tuttavia dal paragrafo 18.3 che nei moti alla Poinsot 1’energia cinetica ¢ costante, dunque
la 18.7 ci dice che la distanza di m da O ¢ costante, come quella di '. Avendo inoltre provato che i
due piani hanno orientamento costante, se ne conclude che essi sono fissi.

Si osserva che essendo I’asse di istantanea rotazione passante per P,P’, segue che la velocita
dell’ellissoide rispetto ai piani 7, 7', nei punti di tangenza, ¢ nulla; ovvero la velocita di strisciamen-
to dell’ellissoide rispetto a tali piani ¢ nulla.

18.5. Moti alla Poinsot rotatori. Dimostro che se all’istante iniziale I’asse di istantanea
rotazione coincide con un asse principale di inerzia, allora tale asse restera fisso nel tempo e la velo-
cita di rotazione sara costante.

Si consideri infatti la seconda equazione della dinamica 16.5, ricavata per il corpo rigido vincolato
allo snodo sferico. Si consideri poi che qui, per la 18.2, i secondi membri sono tutti nulli. Quindi ab-
biamo il sistema

Jewg — (]n _]Z)“)n“)c’ =0
18.8) 4 Jyaoy — (Jg — JpJwgwr = 0
Jewg — (]n ]E)“)E“)n =0

A
Le cui condizioni iniziali sono
wg(t =0) = w,
18.9) Wy = 0 -

Dove si ¢ assunto che all’istante iniziale 1’asse di istantanea rotazione coincida con §. Se ipotizziamo
la soluzione
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a);(t) = Wy
18.10) { w,(t) =0

vediamo immediatamente che essa soddisfa tanto il sistema di equazioni differenziali 18.8 che la
condizione iniziale 18.9. Dunque, se ammettiamo che il 18.8 abbia una e una sola soluzione (cosa
che ora non sono sicuro di poter affermare, perché il sistema non ¢ lineare), la 18.10 ¢ I’unica solu-
zione del moto coerente con le condizioni iniziali.

Dunque la velocita angolare del moto si scrive

18.11) @ = wyé,

Dobbiamo ora ricavare la sua espressione rispetto al sistema di riferimento fisso; a tale scopo, consi-
derando il sistema 6.23 (e facendo riferimento alla figura in 6.28), si ha

6 cos ¢ + 1 sin O sinp = w,
18.12) { —@sinp + P sinf cos @ = 0
@ +Pcosf =0

Se le condizioni iniziali sono

O(t=0)=0 6(t =0) = w,
18.13) {(t =0) =0 pt=0)=0

Y(t=0)=0 Yt =0)=0
il moto

0(t) = wq
18.14) { @(t) =0

Y()=0

¢ una soluzione? Sostituendo le 18.14 in 18.12 si ha

—wysin0+0sin0cos0=0<4 0=0

wycos0+ 0sin0sin0 = w, {w(,:wo
0+0cos0=0 0=0

Quindi le 18.14 descrivono il moto in termini di angoli di Eulero, e sostituite nelle 6.22 porgono

3 -
€& =€
&, =€,cos0 + é5sin0d

g5 = —€,sinf + é; cos O
che sostituite nella 18.11 forniscono per la velocita angolare del moto I’espressione

18.15) 5 = woé)l
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Dunque il moto ¢ rotatorio uniforme intorno all’asse principale ¢ il quale rimane fisso nel tempo (nel
nostro esempio rimane costantemente sovrapposto all’asse x); il momento totale della quantita di
moto risulta in questo caso parallelo alla velocita angolare, infatti la 7.18 si scrive

18.16) Ky = Jrwoé; = J¢@

Viceversa si dimostra che se un moto alla Poinsot € rotatorio attorno a un asse fisso, allora tale asse &
asse principale di inerzia e anche il modulo della velocita angolare ¢ uniforme. Diciamo infatti che il
corpo rigido ruoti intorno all’asse x = ¢ (ci si riferisca alla figura in 6.28), allora gli angoli di Eulero
@, sono identicamente nulli e le 6.23 porgono

(D§=0
w, =0

che sostituite nella seconda equazione della dinamica 9.17 (dove si ponga dg = 0 per la 18.1 e
MQ = 0 per la 18.2) danno

15692 _]Ené =0 & ]E(ez =0
~Jgn0? —Jecb =0 \Jgy® =0

Dalla prima equazione si deduce che il moto rotatorio intorno a x = ¢ ¢ uniforme; dalle altre due,
supposta una velocita di rotazione non nulla, si deduce che 1’asse ¢ ¢ principale di inerzia, rispetto al
punto ().

18.6. Caso dell’ellissoide di inerzia rotondo. Precessione. Nel caso di ellissoi-
de di inerzia rotondo (diciamo intorno all’asse ¢) il moto alla Poinsot ha le caratteristiche di preces-
sione regolare, ovvero, con riferimento alla figura, si ha che

18.17) I’angolo fra I’asse f = ¢ (detto asse di figura) e I’asse p || I_()O (detto asse di precessione) ¢ co-
stante;

18.18) la componente di @ su f & costante;

18.19) la componente di @ su p & costante.

2N

|
La seconda condizione ci dice che la rotazio- | Q
ne del corpo intorno all’asse di figura ¢ uni-
forme, la terza ci dice che la rotazione
dell’asse di istantanea rotazione a intorno a p
¢ uniforme.

La seconda equazione della dinamica, adatta- <@ e -
ta ai moti alla Poinsot (equazione 18.8), nel /

LT ,;&J:L‘,c A

caso di ellissoide di inerzia rotondo intorno a
(, si scrive
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Jiog = (J = Je)wwg = 0
18.20) {Ja, — (J — J;)wsw; = 0

dove si € posto J¢ = ], = J; mentre il momento totale della quantita di moto (equazione 7.2) rispetto
(1 si scrive

J 0 0\ jw¢ wef
1821) K, =(§, & &)(0 J O (wn)=(é“] & &) wi/

Dalla terza delle 18.20 discende la 18.18. Inoltre dalla 18.20 si ha
" = & . we?] + wy?] + w; B a)_z (1)52] N wnzj N wg )= w?],
p K_Q N K_Q N K_Q 0)2 0)2 2 ¢ K_Q

che in base alla 16.7 si scrive

2T

wy = 75—
p K
0

ma I’energia cinetica di un moto alla Poinsot ¢ costante (paragrafo 18.3) e costante ¢ anche K, (para-
grafo 18.2); dunque risulta provata la 18.19. In base alla 18.20 si ha anche

Ky ~ s
—_— 53 —_ —
Kg Kg

avendo a primo membro il coseno dell’angolo fra a e p, e a secondo membro una costante, essendo
costanti w; per la 3° delle 18.20, K, per quanto visto nel paragrafo 18.2 e J; in quanto legato alla
geometria del corpo. Resta cosi provata anche la 18.17.
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Capitolo 19. Meccanica lagrangiana. Cinematica

19.1. Vincoli indipendenti regolari.Consideriamo un sistema di N punti materiali la
cui configurazione generica ¢ individuata dalle N terne di coordinate

191) X1, V1,21, X2, V2,22, .- ; XN, YN, ZN

una per ogni punto materiale; e il cui moto ¢ descritto dalle 3N funzioni vettoriali

X1 (t), X3 (t)' X3 (t)' X4 (t), o XN (t)
19.2) 1y1(0),y2(8), y3(2), ya(t), ..., yn (E)
A (t)' Z2 (t), Z3 (t)' Z4(t), s ZN (t)

I vincoli possono essere rappresentati dalle £ funzioni

©1(X1, Y1, 215 X2, Y2, Z25 3 XN, YN, Zy) = 0
19.3) ®2(%1, Y1, 215 X2, Y2, Z2; - ; X, YN, Zy) = 0

Ok (X1, V1,215 X2, Y2, Z2;5 3 XN, Yo Zy) = 0

Si intende cioe che il sistema ammette tutte le configurazioni tali per cui le coordinate dei suoi punti
materiali soddisfano le k funzioni di cui sopra. Cio posto si parla di vincoli regolari quando le
funzioni 19.3 ammettono piano tangente (si intendono piani di uno spazio 3N dimensionale) per
qualunque configurazione del sistema. Poiché il piano tangente della i-ma funzione 19.3 nel
generico punto (X, V1, Z1; X4, Va2, Zo; -} Xn, Y, Zy)si scrive
ao; N ap; - ap; - ap; . ap; - ap; -

19.4) a_fl(xl — %) +%(3’1 -9) +a_:(3’1 -y + "'+%(XN — Xy) +%(3’N - ) +%(3’N - =0
richiedere D’esistenza di tale piano per ogni configurazione consentita del sistema significa
richiedere che esistano non tutte nulle le derivate parziali. Per cui la condizione di regolarita dei

vincoli puo tradursi nella condizione che la matrice seguente non abbia neanche una riga nulla per
qualunque configurazione ammessa del sistema.

%01 091 99, %, %01 oy

/Dxl 9y, 0z1 oxy  dyy 0ZN\

100 00y 00y T 09 00y 09y g

19.5) M(xl,yl,zl;xz,yz,zz; ...;xN,yN,ZN) = o oy, 0y axy  dyy Oz |
%k 00 99k 9k S0 99k
ax; 9y, 0z UUooxy dyy  ozy

Se inoltre le righe della 19.5 sono L.I. (cio¢ se M presenta rango k)lallora si parla di vincoli
indipendenti regolari. Poiché la lineare indipendenza di righe comporta in particolare che nessuna
delle righe sia nulla, ne discende che vincoli indipendenti regolari sono anche vincoli regolari. I
contrario, evidentemente, non € necessariamente vero.

Se ad esempio ammettiamo che in corrispondenza a una configurazione C, la matrice 19.5 abbia le
prime kcolonne L.I. allora I’estensione del teorema del Dini ai sistemi di funzioni implicite

' Si assume che sia k < 3N, poiché se fosse k > 3N si avrebbero piti di tre vincoli di superficie per ogni punto
materiale, quando ne bastano tre per imporre I’immobilita di un punto materiale (I’intersezione di tre superficie ¢ un
punto, dunque il vincolo di appartenenza a tre superficie impone 1’immobilita del punto materiale).
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consente di affermare che-nelsistema 19.3 — epossibile esprimere le prime k coordinate in funzione
delle altre 3N — k.Per cui il sistema 19.3 si puo scrivere

Ifxi = X (X, Vi, Zk XN YNAZN)
3 3 3

L=y . k

]96) 4)’1 yl(x§+1')/§+1lzg+1l"'lxN'yN'ZN) i=1,273 w3

Zi = Zi (x§+1ly§+1rzg+1r"'rleleZN)

Pit in generale se la matrice 19.5 presenta rango kallora le corrispondenti kvariabili sono
esprimibili in funzione delle restanti 3N — k. Si dice allora che il sistema presenta n £ 3N — k
gradi di liberta nel senso che per definire le configurazioni consentite dai vincoli sono sufficienti
ncoordinate.Dunque la condizione di indipendenza dei vincoli (che include quella di regolarita)
permette di dedurre che il sistema presenta un numero di gradi di liberta n = 3N — k. Ovvero, in
simboli

19.7) rgM(Xy, V1, 21; X2, V2, Z9; 3 Xy, YN, Zy) = k = gradidi liberta=3N —k =n

dove si intende che 1 gradi di liberta sono nin un intorno della configurazione individuata dalle
coordinate (X, V1, Z1; X2, V2, Z2; o3 X5y YN Zn)-

19.2. Coordinate lagrangiane.Assumiamo che valga la 19.7per cui abbiamo un sistema
conn = 3N — kgradi di liberta. Diciamo allora, per fissare le idee, che il sistema 19.3 sia
esplicitabile rispetto alle prime k coordinate, come in 19.6. Supponiamo allora di poter individuare
nparametri di qualunque natura®(qy,qgz,...qy)tali che

X = xi(QlquI"'lqn) k K
19.8) 1y =¥i(q1424n) i=5+1,5+2,..,N
Zi = Zi(QlJQZJ"'an)

Tali parametri prendono il nome di coordinate lagrangiane del sistema. Sostituendo le 19.8 nelle
19.6 restano pertanto definite le 3N funzioni scalari

X = xi(ql:QZ;---;qn)
19.9) §yi =¥i(@1.92,-9n) 1=123,..,N
Zy = Zl'(qlqul"'lqn)
ovvero le N funzioni vettoriali
19.10) OP, = OP,(q1.92,-qn) i=123,..,N
La configurazione del sistema ¢ allora descritto dalle n funzioni g, (t), g2 (t), ..., gn(t) essendo

19.11) OF(t) = OP,(q1(£),q2(t),..,qn(®)) i =12,3,..,N

e il suo atto di moto € dato dalle N funzioni vettoriali

* Si assume per praticita di scrittura che k sia un multiplo di 3.
? Angoli, lunghezze, aree etc.
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dOP(t) _ wn 90P, dqi(t)
dac  “k=15q, at

19.12) () = =123,..,N

dove si ¢ applicata la regola di derivazione delle funzioni composte a piu variabili. Per le
accelerazioni dei singoli punti materiali si ottiene, derivando ulteriormente, 1’espressione

o d20P,(t) 820P, dqp(t) dqy(t) d0P, d2qi(t)\ .
19.13) &;(t) = o = L;lz;;:l(aqhaqk p— )+z;;=1(a—qkd—t’;) i=123,..,N

19.3. Componenti lagrangiane dell’atto di moto.si segnala che le derivate

19.14) dq.(t) dg,(t) dqn(t)
. dt ) dt L] dt

prendono il nome di componenti lagrangiane dell’atto di moto. La 19.12puo essere anche scritta

80P, 9OP;, 0O0Piy

0q1 2q> 9qn
d0Pyy, Q0P  0O0Py,
0q, 2q> 9qn
Vix d0P;, d0P,, 00P,
U1y 9q1 9q> dqn
le 60P2x 60P2x 60P2x dql(t)
Vox 94 9q; 9qn dt
vzy 60P2y 60P2y 60P2y qu (t)
1915) vZZ = aql an aqn dt
d0P,, 90P,, 00P,, dqn(t)/
UNx b, %z O dt
Uny d0PNy OOPNx OO0Ppy
Unz 9q1 9q> 9qn
00PNy, 00PNy, QOPyy
9q4 942 9qn
d0Py, 00PN, 3O0Pp,
9q4 942 9qn

Da questa scrittura emerge come la corrispondenza fra atto di moto e valori delle componenti
lagrangiane dell’atto di moto € biunivoca se e solo se la matrice 3N X n nella 19.15presenta rango
massimo, ovvero rango n. Questa condizione €& considerata necessaria affinché i1 parametri
(91,92,---9n) possano essere definiti coordinate lagrangiane.

La condizione di indipendenza regolare dei vincoli, introdotta nel paragrafo 19.1 ¢ equivalente (e
andrebbe dimostrato) alla condizione che la matrice in 19.15 abbia rango massimo, ovvero rango n.
Per cui si capisce come questa condizione sia centrale nella teoria lagrangiana, in quanto garantisce
I’unicita della soluzione nel sistema lineare 19.15.

19.4. Atti di moto virtuali e spostamenti virtuali.Dalla 19.15si evince come,
attribuendo valori arbitrari alle componenti lagrangiane dell’atto di moto, sia possibile ottenere tutti
gli atti di moto virtuali* del sistema. Inoltre derivando dalla 19.15la

* Atto di moto virtuale: qualunque atto di moto compatibile con i vincoli.
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d0P;, 00P;,  0OPi,

041 9q; 9qn
d0P;,  90P;,  0OPyy
F) P P
Six , a1 a2 an
s 0oP,, 00P,, 8OP;,
Ly aq1 94, dqn
014 80P,y  O0P,x  OO0Pyy
Oox GL 242 dqn 8¢,
d0P d0P, d0P,
19.16) 82y _ 2y 2y 2y 84,
: S 991 9qz " 0qn
2z d0P,;, 980P,; 90P,, 5qn
5‘" 0q1 04> 9qn
N
s 80PNy 00PNy OOPpy
N 9q1 94z dan
Onz d0Pyy 00PNy, 00Pyy
0q1 992 9qn
00PN, O0OPp, 00Pp,
0q1 04> 0qn

otteniamo 1’espressione di tutti gli spostamenti virtuali® del sistema, al variare dei parametri
691,993,.-,0q,, detti componenti lagrangiane dello spostamento virtuale.

> Sistema di spostamenti virtuali: qualunque campo di spostamenti che sia compatibile con i vincoli.
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Capitolo 20. Meccanica lagrangiana. Dinamica

20.1. Lavoro virtuale e componenti lagrangiane della sollecitazione.
Dalla 19.16 si ottiene per il lavoro virtuale della generica sollecitazione (E, E, ,E) agente sul
sistema materiale (si intende che ﬁ agisce sul punto materiale i-mo) I’espressione

80Py, O0OP;,  00Piy

dqq 0q; 0qn
d0Pyy, Q0P  0O0Py,
) 941 092 0qn
;1’6 51" /Clx dop,, 90P,, OOP,
1y 1y ly dq. dq> 0qn
fiz 812 fiz d0Py; 0Py 0Py
f2x Oox f2x 9q; 0q; 9qn 5q1
. doP. aoP doP.
20.0) Ly=F -8 =" || % |=| /o = =2 S0 ) | =
. v— N1 i — f 5 - f dq4 dq, * 0qn -
2z 2z 2z 80P, d0P,; Q0P 5qn
. . - 94, 74, 3an
fnx Onx fnx . . -
5 00PNy OO0PNy, 0OPpx
fNy Ny fNy
0q1 04> 0qn
fz Onz fz 00PNy, 00PNy, OOPyy
0q1 0q> 9qn
d0Py, 00PN, dO0Pp,
0q1 0q> 0qn

z" 60P1x6
k=1 0y T
n 9g0Py,,

1)
Zk:l 0qy T
n gOP.
flx Z lquk
fi k=1 0qk
Y n QOP,,
le Z (qu
fox k=1 0qx
n JoP N n Q0P n Q0P n 9oP;
| 2 Ta e =0 (e Dsacpy Y D eact iy, Dsa,)
f2z k=1 04 =1\ L=1 0q Viliger 0q ¢ P Ly dq,
Zn aOPZXé.
fo k=1 aqk e
fNy

n 90P,,
é
fNZ zk:l aqk qk

Z 3 y5CIk
k=1 O(qk

é
Zk:l 9q e
Ora rielaboro 1’espressione ottenuta per il lavoro virtuale, per arrivare all’espressione pil
comunemente usata:

N n 0P, n d0P;, n a0p,,
=Zl 1<zk 1fixa—5Qk+z fiy 2ar &Ik‘*‘z _1fizW5CIk>:
zk 1 (Z ‘e HOPLx) 5ar + zk 1 <Z £ 60P1y> 5q, + zk 1( N sz 60Plz) 5q, =

128




Zk 1[(2 ‘i 60Plx> <Ziv_1 f 600: ) (Z flzaoplzﬂ

Abbiamo ottenuto allora per il lavoro virtuale 1’espressione

202) L, =Xk-1Qr6qy

avendo posto

aoplx 60Pl 00P;,
203) Q2 B (fir B+ fiy 52 + fin 5)

essendo le Q4,Q,, ..., Q,, definite componenti lagrangiane della sollecitazione. Si osservi che il
loro numero ¢ pari a quello dei gradi di liberta del sistema.

20.2. Sollecitazione conservativa. Definizione generalizzata. Ricordo che
una forza posizionale, ovvero che sia funzione solo della posizione dell’elemento al quale ¢
applicata, si dice conservativa quando esiste una funzione scalare di cui essa sia il differenziale.
Come sappiamo questa definizione si estende alle sollecitazioni agenti su sistemi di elementi
dicendo che la sollecitazione posizionale

{f1 (1, Y1, 20, f2(X2, Y2, 22D, oo fr (s Vs Zr)}
¢ conservativa se esiste una funzione scalare (detta potenziale della sollecitazione)

U= U(xlf V1,215 X2, Y2, 225 <5 Xy YTIZT)

per le cui derivate risulti

aUu aUu aUu
a—xl=f1x a—xz=fzx axr=frx
ou ou aou
v By, gy T
aou ou aou
a—Zl=f1z 9z, = faz a_Zrzf;”z

Ora per0 si vuole dare una definizione piu ampia di forza conservativa, basata sulle coordinate
lagrangiane, piuttosto che su quelle cartesiane. Diciamo allora che una sollecitazione agente su un
sistema con vincoli di posizione indipendenti risulta conservativa secondo la definizione
generalizzata se esiste una funzione scalare

U= U(Ql) 42,93, -, qn)
per le cui derivate risulti

au

204) -=0Qu k=12 ..n

Voglio dimostrare adesso che se una sollecitazione & conservativa secondo la definizione
classica, allora lo ¢ anche secondo questa nuova definizione. A questo scopo consideriamo

129



I’espressione 20.4 delle componenti di sollecitazione e la condizione di conservativita secondo la
definizione classica. Si ha

~ ZN 0P , . 0Py . 30P,
Qk - =1 ﬁx aq ﬁy aq ﬁZ aq -

au _ au _ au _
k 0x; = Jux ay; - fiy 0z; =Jiz
N (oU 0P, dU 60Pl-y dU o0P,,
) =

— +
Ox; 0qx  Ody; 0qy 021 oqy

i=1

D’altra parte derivando rispetto alle coordinate lagrangiane il potenziale, per le regole di
derivazione delle funzioni composte, si ha

U EN: (aU 0P, 0U 90Py 03U 60Plz>
aqx

i=1

0x; 0qy ayl oqy azl oqy

Confrontando questa espressione con quella precedente possiamo allora scrivere

U i(auaopix U d0P,, auaopiz>
_N\' (U U 9y 0,

— = +
aqy dx; 0qx  0Jy; 0q,  0z; 0qy

E dunque la sollecitazione ¢ effettivamente conservativa anche secondo la nuova definizione. In
generale non ¢ invece possibile asserire il contrario, cio¢ che una sollecitazione per la quale valgono
le 20.4 sia anche conservativa secondo la definizione classica. Infatti le 20.4 ci consentono solo di
scrivere che

N N
U dU d0P, 9U d0P,, 93U 0P 0P 0P, 0P,
F =2<a_a o, Tan 0 lz>=Q" Z(ﬁxa lx+f‘ya ly+fiza lz)
k= \0X; 0qg Yi 0Qk Zi 0k = Ak Ak

da cui non ¢ possibile ricavare le condizioni di conservativita secondo la definizione classica.
Dunque questa nuova definizione delinea un insieme di cui le sollecitazioni conservative secondo la
definizione classica sono un sottoinsieme.

20.3. Vincoli perfetti e sistemi olonomi. Un vincolo si dice perfetto quando esplica
tutte e solo le reazioni vincolari a cui corrisponde un lavoro virtuale nullo per ogni sistema di
spostamenti virtuali (i vincoli privi di attrito sono un esempio di vincoli perfetti). Un sistema si dice
olonomo quando i suoi vincoli sono tutti perfetti.

Vediamo ora come si possa tradurre analiticamente la definizione di sistema olonomo. Se
consideriamo I’espressione 20.2 del lavoro virtuale, si ha che se risulta Q,, = 0, Vk allora il lavoro
virtuale ¢ nullo per ogni sistema di spostamenti virtuali; viceversa se il lavoro virtuale ¢ nullo per
ogni sistema di spostamenti virtuali allora deve risultare Q, = 0, Vk (basta considerare ognuno dei
possibili sistemi di spostamenti virtuali con solo uno spostamento non nullo). Ma allora si puo
asserire che un sistema ¢ olonomo se e solo se risulta

20.5) QF = (i fie ) + (BhL fity ) + (T S %) = 0, k=123 ..m
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La lettera v in apice sta ad indicare che la sollecitazione per la quale deve valere questa condizione
¢ esclusivamente quella vincolare.

20.4. Equazioni di Lagrange. Ricordiamo che dato un sistema costituito da N punti
materiali, il suo moto ¢ governato dalle N equazioni vettoriali

20.6) md; = f*+f’ i=123..N

che costituiscono, si ricorda, il sistema fondamentale della dinamica. Se ora moltiplico scalarmente
ambo i membri della 20.6 per d0P;/d q;, abbiamo

- OOP =2, OOP d0P
20.7) m;a; - ——= f*- : v. : 1,23.. N
) [Add ] aq L aq f;, 6qk 1=

Sommando membro a membro le N equazioni 20.7 otteniamo

20.8) Zl 1(mlal aac;i) (fla 60P)+Z (flv aop)

Se ora il sistema in questione ¢ olonomo, cio¢ ha vincoli tutti perfetti, per definizione stessa di
vincoli perfetti, in base alle 20.5 la seconda sommatoria a secondo membro ¢ nulla. Dunque al
variare di k si ottengono dalla 20.8 le n equazioni

209) B, (mid; aa‘zp) v (fe aOP) k=123..n

che ricordando la definizione 20.3 si scrivono brevemente
20.10) ¥V, (m g - a"P) 0, k=123..n

Ora voglio esplicitare la 20.10 rispetto le funzioni q;(t), q;(t), ... q,(t) e le loro derivate, prime e
seconde. A tale scopo ricordo le 19.13 secondo le quali

n

d20P. (¢ - 920P dq;(t) dq,(t . 90P d2q,(t
3.0 = O8O (t) ZZ m, q;(t) qh() +Z m d*q;(®) =123 N
dt? dq;oq, dt aq] S dez

j=1h=1 Jj=1

Sostituendo queste nelle 20.10 abbiamo

Z ii 020P dq](t)dqh(t) +z”: 0P, d?q;(t)\\ 90P;\
‘aq,aqh dt ‘aqj dt? aqy = Qx

i=1 j=1h=1 j=1

1,2,3

che con semplici passaggi si scrive

820P, 00P; dq](t)dqh(t) 90P, 90F;\d*q;(t) _
2001 Xjo1 Xh- ( Mg 0an aqk> at 2 ( 1Mi%g; aqk) aiz
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per k = 1,2,..n. Le 20.11 prendono il nome di equazioni di Lagrange e costituiscono il sistema
della dinamica per sistemi materiali il cui moto sia descritto da coordinate lagrangiane. Esse
costituiscono un sistema di equazioni differenziali del secondo ordine (non lineari e in forma non
normale') nelle funzioni g, (t), g, (t), ... g, (t).

In genere, per avere una espressione piu compatta delle equazioni di Lagrange si pone

20.12) g,-k(Ch’CIz’ ) L dq; 9qx

Allora, con alcuni passaggi, le 20.11 si possono scrivere nella forma seguente

dgnj 109k dq;(t) dgn(t) a?q;(®) _ _
20.13) XY=y Y= (aqk 2aqh) g T2k =@ k=123..n

Riscrivendo le 20.13 come segue

1

-

n n n
Z‘g q,(t) zz(agm 16g1j> dq;(t) dgn(t)
1z =1~ )

= dt =] dq, 2 0qy dt dt

n n n

Z Qj(t):Q _Zz 0gnj 109gz; dq;(t) dqn(t)
1 & dt? 2L £i\dq, 209qy) dr dt

e

(aghj 3 lagnj> dq;(t) dqn(t)
Uj=1

dq, 2 0qy dt dt

=1

>
1l

1

-

si capisce che le equazioni di Lagrange possono essere poste in forma normale se e solo se ¢ non
nullo il determinante della matrice n X n dei coefficienti (teorema di Cramer) la quale si scrive

Ji1 Y12 I1(n-1) Yin
A= 921 922 I2(n-1) Ya2n
Imn-11 In-1)2 In-1)(n-1) In-Dn
In1 In2 In(n-1) Inn

Si osservi allora che essendo per la 20.12

90P; aﬁlJr 90P, aﬁ»’er n d0Py aopN
T 9q;  dq 2 dq;  dqy N'8q;  0qx
d0P,, dOP,, 0P, 40P, d0P,, 0P,
~ ™. o 30, d9a. T ™ a0 g
q; dx q; dx q; dx
d0P,, A0P,, d0P,, 80P, d0P,, JOP,,
m m _— m
2 9q; gy 2 dq; 0qy > 9q; 0qy
+...+

! Ricordo che una equazione differenziale si dice in forma normale quando & esplicitata rispetto alla derivata di ordine
maggiore. Se si ha, come in questo caso, un sistema di equazioni differenziali, allora si parlera di forma normale quando
ciascuna riga del sistema & una equazione differenziale esplicitata rispetto alla derivata di ordine massimo di una delle
funzioni incognite.
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d0Py, 0Py, d0Py, AOPy, d0Py, d0Py,

+m +m +m
N dq; gy Noaq;  dqy N dq; gy

si puo scrivere

A

mym, ..my

& (00P, A0P,, , 80P, 00P,, 30P, 0P,
Z(aql aq, an 0qy 0q, a(h)

(aoaxaoax d0P,, 80P, 60PL-260PL-Z>
41 0qn 09, 0qq 0q, 0qyn

L

N

2

N N
Z (aoplx 0Py  00Py 90P, 90, aopiz> Z

d0P;, d0P;, 60Piy d0P,, N aor,, 60PL-Z>
0q, 0qy aqn 99, 0q, 0qq

0qn 0qn aqn 9qn g, 0qy

i=1 i=1

g, 0qn

a0P,, aOPly d0P,, 00P,, 00P,, 30P, 0Py, 80Py, 60PNZ\ 0P, 0P,
| 0q, 0q, 0q, d0qy 0q, 0q, afl'l d0qy | 0qy 0q, _

\aop1x aoply d0P,, 00P,, 00P,, 30P, d0Py, 80Py, 00Py, / 0k,  90P,

dqn ¢, 09, 099, dq, ~ 9q, 9q,  0qn 9% 9n

a0Py, 90Py,

g, qn

=B-BT

E dunque detA = m;m, ..mz(detB)?. Si osservi perd ora che la matrice BT & la matrice che
compare nella 19.15 la quale ha determinante non nullo, perché se cosi non fosse, come si ¢ fatto
notare a suo tempo, non si avrebbe corrispondenza biunivoca fra le componenti lagrangiane del
moto e l’atto di moto del sistema di punti materiali. Dunque, considerando la presenza della
elevazione al quadrato, si deduce che detA > 0.

Ma allora le equazioni di Lagrange 20.13 possono essere scritte in forma normale ottenendo un
sistema di n equazioni differenziali del secondo ordine in forma normale, nelle n funzioni incognite
q1(t), g2 (t), ... qn(t), il quale, assegnate le condizioni iniziali, definisce il problema di Cauchy

((G1(t) = F1(q1(£), q2(2), ... 4 (£); ¢1(2), G2(0), ... g (2); 1)
G2(t) = F,(q1(2), q2(0), ... qn(£); 41 (2), G2(2), ... 4 (£); t)

2019 3 (o (6) = F (@10, 02(0), - Gn(8); 61.(6), 420, o G (0); 0
q1(to) = 47, q2(to) = G5, ... qn(to) = qn
\ 41 (to) = 47, 42 (o) = G3, ... 4n(to) = 4

il quale, per il teorema di esistenza e unicita di Cauchy, ammette una e una sola soluzione in un
intorno delle condizioni iniziali.
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Capitolo 21. Meccanica lagrangiana. Teoremi di
conservazione

21.1. Energia cinetica.Esprimo qui I’energia cinetica del sistema di punti materiali in
funzione delle coordinate lagrangiane, ottenendo una formula che userd nel seguito. Considerando
le 19.10abbiamo per I’energia cinetica

8N I (N0 00Rdg,(®)) [N 00F dg;(t)
T=5 ) md =g ) mi| Y Gt )\ ) e
i=1 i=1 =1 %an j=1 4
~ 1i iz”:ao_e’ 0P, dq,(t) dg; (t)
—2LM [ dq, dq;, dt dt

Dunque abbiamo ottenuto per 1’energia cinetica 1’ espressione

. ) 1 0P, 00P,\ dqi(t) dq;(®)
211) T(Ch, QZ:---CIni CI1: QZ:---CIn) =EZ 12 <( ml aqk : aq]_) q(;ft C;t >

Ricordando le definizioni 20.12 la 21.1si scrive in modo pill conciso
. . 1 dq(t) dq;(t)
212) T(q1, 90 @i G G2 - Gn) = 3 Bits B (91e(@0, Gz o @) “EE )

21.2. Lavoro. Ricordo che la definizione di lavoro elementare per un sistema di punti materiali
porge

N N
dL = z Fodidt = Z(fixvix + fiyviy + firvj,) dt
i=1 i=1

dove si intende che f; ¢ la risultante delle forze agenti sull’elemento i-mo. Considerando poi le
19.10si ha

N n n n
d0P;, dq, (t) 0P, dq, (t) d0P,, dq, (t)
dL = Z (fl-x I fy +f, iz dt =
i=1 k=1

aqk aqk dt aqk dt

k=1 k=1
o (o g e )

che ricordando le 20.3si scrive

213) dL =Yk, Qe at

21.3. Teorema del lavoro.Consideriamo le equazioni di Lagrange 20.12: moltiplicando
ambo 1 membri di ciascuna equazione per ¢, abbiamo
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k=123..n

(agh,-_ 1agk,->dq,-(t) dgn(dgn(® N PqOda)  dgt)

dqe  20q,) dt dt  dt ,191"‘ dtz dt | K dr
]=

Sommando membro a membro le n equazioni cosi ottenute abbiamo

(agh,- 1agk,>dq,<t)dqh(t)dqh(t) ZZ d2q;(t) dgic(t) 2 da.(£)
Ijk——F2 k

0 20 dt dt dt? dt dt
k=1j=1h=1 x n k=1
cioe
1 0gk) da; dqp dqp n d?qjdqy _ dL
214 2 12]12h16q dt dt m-+2 12F43Wdﬂ dt ~ dt

dove si ¢ sostituita a secondo membro 1’espressione del lavoro elementare 21.3. Adesso lasciamo da
parte per un attimo questo risultato e calcoliamo la derivata temporale della energia cinetica 21.2.
Abbiamo

d_T %zn: zn: N 09k dqn(t) dq (t) dq;(t) . (dzqk(t) dq;(t) N dq,(t) dij(t)>

dt , dq, dt dt dt dt? dt dt dt?
k=1j=1 \h=1
cioe
ar(t) 09k dqp(t) dq(t) dq; (t) d?q(t) dq(t)
21.5) SR = T W S S e T Yy Y G e U

dqy dt dt

Confrontando la 21.5con la 21.4si ha allora
21.6) dT(t) = dL(t)

ritrovando cosi 1’enunciato del teorema del lavoro e dell’energia cinetica, derivandolo dalle
equazioni di Lagrange ovvero, in definitiva, dalla legge di Newton.

21.4. Teorema di conservazione dell’energia.Confrontando la 21.6con la 21.3
abbiamo

ar () _
dt

k=1 Qk

Ricordando che se una sollecitazione risulta conservativa (secondo la definizione classica o secondo
quella generalizzata) allora
au

=Qy k=12,..n
aCIk k

la 21.7si puo scrivere

dT(6) <O U dg,(t)
dt ~ Lioq, dt
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Ricordando le regole di derivazione delle funzioni composte posso quindi concludere che nel caso
di una sollecitazione conservativa sussiste il teorema di conservazione dell’energia secondo cui

dr(t) _ du(®)

21.8) ™ p”

che introducendo la funzione energia potenziale definita come di consueto

219) I1=-U

si scrive

21.10) dT +dIl =0

Dunque la 21.10¢ una proprieta che le sollecitazioni conservative secondo la definizione classica

condividono con quelle conservative secondo la definizione generalizzata, pur essendo il primo
insieme di definizione incluso nel secondo.

21.5. Equazioni di Lagrange ed energia cinetica.lLe equazioni di Lagrange
20.13possono essere scritte per mezzo della funzione energia cinetica. Per ottenere questa
espressione dobbiamo calcolare alcune derivate della funzione energia cinetica 21.2.

0T _ 10(2f=127=1(9x (a1 92, - ) k) _

aqn, 2 aqn
3 0(X7-1(9/1619)) + X7=1(9)2420;) + - + X7=1(9jndnd;) + - + X1=1(9jndnd;)) B
B 204, B
 9nd1 * gn2dz + -+ X7-1(9jnd;) + Grndn + + + Gandn
2

9 t Gn2z + 0t GnGn 0+ Ganln Z?:l(gthj) _

2
_ 2i=1(9r4;) + Ej=1(gjnq;)
2

In base alla 20.12 risulta g5 ; = g;,. Dunque abbiamo trovato
oT .
21.11) FY R Yi=19nj4;

Questo ci permette di scrivere

a oT

. ognj . .
21.12) oo = Bo1 Gnjlly + X Thea 5, 2 Qi

Derivando rispetto la generica coordinata lagrangiana si ha poi
oT _ 1 n n 6g]k ..
2113) 75 = 20 T (52 4w )

Allora si ha
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n
ia_T__ E E E a9 99nj . . _12:2: ag]k. .
dtaqh aqh ghﬂb Tk qkq1 2 QkQJ

n
j=1k=1 k=1j=1
A secondo membro abbiamo proprio il primo membro della 20.13e dunque

d 0T oT
21. 14) E@_E_ Qh h= 1,2,...71

Questa ¢ pertanto un’espressione alternativa delle equazioni di Lagrange 20.13.

21.6. Equazioni di Lagrange per sollecitazioni conservative.Nel caso di
sollecitazioni conservative le equazioni di Lagrange 20.13 possono essere scritte in forma
omogenea, perdendo la dipendenza esplicita dalla sollecitazione esterna.Introducendo infatti la
funzione lagrangiana £ = £(q4, g5, ..- 4»; 41, 2, - 5, )definita come

21.15) L = T(q1, 9z - Gni 41, G20 - Gn) + U (41, G2, - Gn)

) . ) .. U )
e ricordando che per sollecitazioni conservative si hag = Qi, k = 1,2, ... nabbiamo
k

d 0L d oT
dtdqg, dtdgy
oL  oT N ou  oT
94, 0qn 94, 04

Dunque risulta

doL_oL _doT oT  _ddT 9T _doL oL
dt aqh aqh B dt aqh aqh Qh dt aqh aqh B dt aqh aqh

+ Qn

Ricordando I’espressione 21.14delle equazioni di Lagrange abbiamo

d oL 0dL

aa—qh_a_qh-l_(‘?h = Qn

e dunque le equazioni di Lagrange per sollecitazioni conservative si scrivono

d oL oL
21. 16)56_%_6_%_0 h—1,2,...n

Se invece non si introduce la funzione lagrangiana, allora sostituendo le 20.4 nelle 21.14 si ha

d 0T aT au
21. 16b)aﬁ—@ = @ h= 1,2, W n

21.7. Momenti cinetici.Definisco momenti cinetici gli scalari

0
21L17) py 2 o
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che in base alla 21.11 si scrivono
21.18) p; = X5=19:j4;

Il sostantivo latino neutromomentum era utilizzato nei testi scientifici (fino alla fine dell’800 1 testi
di fisica erano redatti in latino) per indicare la quantitd di moto'. In effetti i momenti cinetici si
riconducono a componenti della quantita di moto di elementi materiali nel caso in cui le coordinate
lagrangiane coincidano con quelle cartesiane; se ad esempio consideriamo il caso di un solo
elemento materiale di coordinate lagrangiane

q:(t) = x(t)
q2(t) = y(®)
q3(t) = z(t)

allora le 20.12 porgono

911(q1,92,q3) =m ) : =m . =m

912(q1,92,q3) =m FPY : EPS =m o . 3y =0
d0P 90P  d0P 9OP
913(q1,92,q3) = m 7N : FrR =m % 97 =0
d0P 00P Q0P 00P
921(q1,92,93) =m F7 : FrR =m 3y ox =0
d0P 90P Q0P 00P
922(q1,q2,93) =m : =m . =m

931(q1,92,93) =m F7 : FrR =m 37 ox =0
d0P 90P  00P d0P

932(q1,92,93) =m 945 : 24, =m 57 . 3y =0
d0P 90P Q0P 00P

933(q1,92,q3) =m 945 : 945 =m 57 . 57 =m

Sostituendole nella 21.11 abbiamo dunque

3
1= Z gljflj = 01141 + 91292 + 91393 = 91141 = MX
=1

3
p2 = Zgzj‘?j = g2141 + 92292 + 92393 = 92292 = My
=1

3
P3 = Z g3jq]' = 93141 + 93242 + 93343 = g33q3 = mZ
=1

cio¢ appunto il vettore di componenti p;,p,, p3 coincide con il momento della quantita di moto
dell’elemento.

1 . . . . . . . o qe . .
L’inglese scientifico moderno usa ancora il sostantivo momentumper indicare la quantitd di moto, per cui ad esempio
moment of momentum sta per momento della quantita di moto.
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21.8. Coordinate ignorabili.Se accade che le funzioni 20.12 sono indipendenti da una
coordinata lagrangiana - diciamo g - ovvero se risulta

21.19) f;g—q”‘ =0 j k=12 ..n
1

e se inoltre

21.20) ;=0

cioe la corrispondente componente lagrangiana della sollecitazione ¢ nulla; allora si dice che g; ¢
una coordinata lagrangiana ignorabile.

Si vede subito che in questo caso, per la 21.2, I’energia cinetica risulta indipendente dalla
coordinata stessa, ovvero risulta

2121) :sz 0
1

Inoltre si ha che, se la sollecitazione ammette potenziale lagrangiano (ovvero se ¢ conservativa
secondo la definizione generalizzata), allora sostituendo la 21.20 nella 20.4 si ha

21.22)5’7” =0
1

Per cui I’energia totale del sistema ¢ indipendente dal valore assunto dalla coordinata q;.
Sostituendo poi la 21.21 e la 21.20 nella prima delle 21.14 si trova

d 0T 0T d 0T d 0T
—_— 1<:>___ — —

—= =0 —-=
dtdg, 0Jq dtdq, dt 04,
ovvero, in base alla definizione 21.17 di momento cinetico, che

21.23)p, = ;—; = costante

Si vuole ora provare che se g, ¢ ignorabile, allora il sistema delle equazioni di Lagrange si riduce ad
un sistema di n-/ equazioni differenziali nelle incognite g, (t), g3(t), ..., g, (t). Considerata allora la
condizione iniziale

21.24) py = ps(t =0) =p?

sostituendo questa nella 21.23, e considerando la 21.11,si trova
n n
aT . 0 . O .
9= Zgqu]' =P1 < 91191 = P1 — Zglej
4, - .
j=1 j=2

Si tenga presente ora che essendo la 21.2 una forma quadratica definita positiva, deve essere
911 > 0, e dunque

. 1 .
2125) 41 = —(p? ~ £}-2 91,4))

139



Sostituendo la 21.25 nelle restanti n — 1 equazioni di Lagrange20.13, che non contengono
I’incognita g4 in base alla ipotesi 21.19, si ottiene un sistema di n — 1 equazioni differenziali del 2°
ordine nelle incognite g, (t), g3 (t), ..., g, (t). Sostituendo poi i valori di queste nella 21.25 si ricava
G, (t) che integrata permette di ricavare q,(t) a meno di una costante di integrazione, che poi &
determinata in base alle condizioni iniziali.
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Capitolo 22. Meccanica lagrangiana. Statica

22.1. Equilibrio meccanico.Abbiamo visto che con I’introduzione delle coordinate
lagrangiane, I’espressione del lavoro virtuale ¢ fornita dalla 20.2. Ma allora il lavoro virtuale ¢ nullo
per ogni spostamento virtuale se e solo se sono nulle tutte le componenti lagrangiane della
sollecitazione (se infatti queste sono tutte nulle, il lavoro virtuale ¢ banalmente nullo per ogni
spostamento virtuale; viceversa se il lavoro virtuale ¢ nullo per ogni spostamento virtuale, allora
deve esserlo in particolare per quello la cui unica componente ¢ §q;, il che comporta che deve
essere (;; ma essendo j arbitrario, ecco che ¢ dimostrata la tesi).

Ricordo ora (vedi paragrafo 14.3) che

e condizione necessaria e sufficiente affinché una configurazione C¢ sia di equilibrio
meccanico, ¢ che sia nullo il lavoro virtuale della sollecitazione esterna per ogni
sistema di spostamenti virtuali applicati a partire dalla configurazione C¢ assunta
con atto di moto nullo.

allora la condizione di equilibrio meccanico si esprime in modo equivalente nella formula

e condizione necessaria e sufficiente affinché una configurazione C° sia di equilibrio
meccanico, e che siano nulle tutte le componenti lagrangiane di sollecitazione relative
alla configurazione C®, in corrispondenza di un atto di moto nullo.

ovvero che risulti
22.1) Qx(q{,495,.-,95;0,0,..,0;t) =0,vt >0 k=12,..n

dove i valori q5,q5,...,qe delle coordinate lagrangiane sono appunto quelli che definiscono la
configurazione C°®.

Ma si prova questa condizione necessaria e sufficiente anche partendo dalle equazioni di Lagrange
20.13. Se infatti sono vere le 22.1, il moto descritto dalle funzioni costanti

222) q:(t) =q%,q2(t) = q5,...,q,(t) = q7,

soddisfa le equazioni 20.13, in quanto annulla i primi membri di ciascuna equazione. Ma tale moto'
¢ la quiete e dunque le 22.1 sono condizione sufficiente alla quiete.

Se viceversa le equazioni di Lagrange sono soddisfatte, in corrispondenza della configurazione
iniziale C®, dalle funzioni costanti 22.2, allora necessariamente devono valere le 22.1, che dunque
sono anche condizioni necessarie al moto di quiete.

22.2. Stabilita dell’equilibrio meccanico.La definizione di equilibrio stabile per
sistemi olonomi ¢ un’estensione di quella vista per I’elemento e si enuncia nel seguente modo:

® la configurazione di equilibrio C¢ individuata dai valori q5,q5, ..., qe delle variabili lagrangiane,
si dice di equilibrio stabile se presi comunque piccoli due numeri reali positivi €1, €, allora esistono
due numeri reali positivi §,, 8, tali che, se risulta

1 e - . . .. . . e . . . . e g

Si ricorda che si ammettono verificate le condizioni di regolarita richieste dal teorema di esistenza e unicita di Cauchy,
dunque se la quiete ¢ una soluzione delle equazioni di Lagrange, allora ¢ 1’unica soluzione possibile, per quelle date
condizioni iniziali.
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V2k-1(@; — G < 8y

22.3) ——
roi(ar)” < 6,

allora segue che

p
(\/Zk 1 Qk Qk(t)) <& Vt>0
22 4)

k\/Zﬁﬂ (@®) <, vt >0

dove si intende che le funzioni Gy (t), k = 1,2, ...n sono la soluzione delle equazioni di Lagrange
in corrispondenza della configurazione iniziale individuata dalle coordinate Lagrangiane
G1, Gz, ... Gy € dall’atto di moto dato daqy, Gy, .. Gy, -

In termini grossolani dunque un equilibrio ¢ stabile quando la soluzione rimane in un intorno della
quiete tanto pill prossimo, quanto pill piccola ¢ la perturbazione delle condizioni iniziali.

Da un punto di vista operativo il teorema” seguente fornisce una condizione sufficiente affinché una
data configurazione sia di equilibrio stabile.

Teorema di Dirichlet. Data una sollecitazione conservativa in senso lagrangiano, allora ogni n-
plagy, @, ... 4, in corrispondenza della quale si realizza un minimo relativo proprio per I’energia
potenzialell del sistema’, individua una configurazione di equilibrio stabile.

Per individuare le configurazioni di minimo relativo proprio per 1’energia potenziale, si devono
anzitutto determinare le configurazioni di stazionarieta, ovvero le configurazioni in corrispondenza
delle quali si annulla il gradiente della funzione Il = I1(q4, g3, ... 4»). Diciamo allora che sia
§1, Gz, ... 4, una configurazione di stazionarieta, che indichiamo C per brevita. Ne segue, per quanto
detto, che

o1l
0q.1;

_ ol
9421

oIl

= —_— :0
0qn

¢

Ma allora posso scrivere

(g1, 42, - qn) = T1(G1, Gz, - G) +

+162H ( ~)2+1azn ( . +162 ( 7+
Zaq12 ] qd1 — q1 Zaqz ] qd2 — 4> Zaq dn — qn
0211 2
+mé(‘h“[1)(‘h CI2)+ 90,045 —q41)(qz —g3) + -+
R 5 5 I R
P _Q1)(Qn_CIn) +0((CI1_C11) +"'+(Qn_CIn) )
q,0

2 Questa versione del teorema di Dirichlet si dovrebbe dimostrare in modo analogo all’omonimo teorema dimostrato
per I’elemento.

* Anche nella meccanica lagrangiana si definisce energia potenziale 1’opposto del potenziale lagrangiano U, definito in
20.4, in analogia con quanto visto in 11.11 per la trattazione generale.
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A secondo membro, se non si considera I’infinitesimo, abbiamo una forma quadratica (moltiplicata
12) che indico IT* e che possiamo scrivere come

0211 0211 0%1

. g~ 09109y 0410Gx| ~
(a1 —q1) r 6211 ¢ 821 . 62Hn ¢ (g1 —q1)
L (g2 — 32) (G2 — G2)

m == Y2~ 92 5 4z —q2) | _
2 0q20q:1|;  0q,°|; 09200y
(qn - qn) 621-[ aZH azlll—i (qn - qn)
04n0q1|; 04n0qz2|; ~  9q,°|,
(@1 — Gv)
1 ~ ~ ~ (92— q2)
= 5((‘11 =41 @—342) - (Gn— G )IM(q1,92 - qn)
(Qn - CNIn)

Dunque si ha

1(q1, 92, - qn) — (G4, G2 - Gn) =" + 0 (\/(Ch —§1)*+ -+ (qn — qn)z)

Pertanto, in base alla teoria delle forme quadratiche, abbiamo che se M presenta tutti i minori
principali di testa positivi segue che IT* > 0 (cio¢ la forma quadratica ¢ definita positiva) e dunque
(trascurando I’infinitesimo di ordine superiore) la configurazione (§;, §o, ... )& di minimo relativo
proprio e in quanto tale, per il teorema di Dirichlet, ¢ una configurazione di equilibrio stabile. Nel
caso in cui invece la forma quadratica non ¢ definita positiva vale il seguente teorema.

Teorema di Liapunov. Nel caso di una sollecitazione conservativa in senso stretto, allora se
esistono delle configurazioni in corrispondenza delle quali II* ¢ negativa, il che esclude che sia
definita positiva, la configurazione (G, §», .- §, )non & di equilibrio stabile.

Dunque si possono riassumere gli enunciati teoremi di Dirichlet e di Liapunov nel seguente
specchietto:

[1* definita positiva Dirichlet= equilibrio stabile

[T* negativa almeno per

. i Liapunov= non equilibrio stabile
qualche configurazione

altri casi (ovvero IT*
identicamente nulla, nulla si puo affermare
oppure II* > 0)

22.3. Equilibrio instabile e equilibrio indifferente.Nel paragrafo precedente
abbiamo dato la definizione di equilibrio stabile e dunque, indirettamente, quella di equilibrio non
stabile. Ne approfitto qui per fornire altre due definizioni in uso, ovvero quella di equilibrio
instabile (banale) e quella di equilibrio indifferente. In particolare si ha che

® la configurazione di equilibrio C¢, si dice di equilibrio instabile se non ¢ di equilibrio stabile.
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Quindi possiamo dire che ogni configurazione di equilibrio pud essere o di equilibrio stabile o di
equilibrio instabile; non ci sono altre possibilita. E’ tuttavia utile distinguere, all’interno delle
configurazioni di equilibrio instabile un caso particolare, detto di equilibrio indifferente. In
particolare si ha che

® la configurazione di equilibrio C¢ individuata dai valori q5,q5, ..., qe delle variabili lagrangiane,
si dice di equilibrio indifferente se esiste un intorno Q del punto (q3,q5, ..., q5) tale che comunque
si scelga la configurazioneC: (q4, qz, ..., qn) € Qrisulta

22.5) 1(q1, 9z, - qn) — (g%, 45, ....q5) = 0

Quindi si puo dire brevemente che una configurazione ¢ di equilibrio indifferente quando esiste un
suo intorno dello spazio n-dimensionale in cui I’energia potenziale assume valore costante.

Teorema. In presenza di sollecitazione conservativa una configurazione di equilibrio indifferente ¢
una particolare configurazione di equilibrio instabile.

Dim.Si puo osservare immediatamente che in una configurazione C¢ di equilibrio indifferente
I’energia potenzialell non verifica né le ipotesi del teorema di Dirichlet (non ha in C® un punto di
minimo relativo proprio), né quelle del teorema di Liapunov (IT* ¢ nulla per ogni configurazione,
essendo le derivate seconde di II tutte nulle in C®). Dunque la dimostrazione deve sfruttare
direttamente la definizione di equilibrio stabile.Diciamo allora che al sistema vengano attribuite le
condizioni iniziali

22.6) {ih’ T2 -+
qll q21 qn

a partire dalle quali si sviluppa il moto di legge oraria
22.7) qp(t), k=1.2,..n

Supponiamo altresi che sia 4, @5, ... G, € Q, secondo la simbologia di questo paragrafo. Allora,
almeno entro un certo intervallo di tempo, deve aversi, per la 22.5, che

22.8) M(G,(0), G, (t), .. Gn(t)) — (g%, 45, .., q5) = 0

ovvero che

22.9) dI(g, (), G2(t), ... Go(®)) = 0

D’altra parte, essendo la sollecitazione conservativa per ipotesi vale la 21.10 e cioe si ha

22.10) AT (G1(6), -, G (£ G1.(8), ., Gu(8)) = O

ovvero, considerando le 22.6, si ha

2210 T (§2(8), o @) 81(), - Gn(®)) = T (G o G G, - )
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Diciamo ora, per semplificare la trattazione, che il sistema abbia un solo grado di liberta, ovvero
una sola variabile lagrangiana. Allora I’energia cinetica per la 21.1si scrive

22.12) T (Ez(t); c?(t)) = %(( =My af ' a:?) (d‘i(?f)

e dunque la 22.11 si scrive

22.13) %(( m, |22 )(d"(t)) )=T (@)

Si osservi ora che la 22.13 porge

N N — 2
90B| (da(®O\* . . 90B| —
Zml‘ ( ) =27(g:4) = Zmi |a_q‘ ldg(®)| = /ZT(q,q)dt

=1 =1

Si consideri ora che -in base al teorema di permanenza del segno- si pud sempre considerare un
intervallo di tempo [O, tf] dall’avvio t = 0 in cui §(t) mantiene il segno di §(0) = §. Supponendo
ad esempio che tale segno sia positivo abbiamo

L |90B|" _ — i(ty) | |aoB|” — [t
Zmi 7 dg(t) = [27(§;§)dt = j Zmi —7 dj = [27(g; q)] dt =
: q i |= q 0

i=1

2
22.14) f"(gt)f)j oy |52 da = /ZT(q;q)tf

il che ¢ possibile, dovendo essere 1’argomento sempre positivo, solo seq (tf) cresce con ty, essendo
la funzione a secondo membro linearmente crescente con tr. Se ne conclude che I’equilibrio €
instabile perché 1’espressione

n

Z (CI;E) - Qk(t))z

k=1

diverge nel tempo per qualunque condizione iniziale che rispetti le 22.3. Naturalmente se si assume
la condizione iniziale

VEk=1(ai — @) < &

22.16) -
\} 2:1(%)2 =0

allora si ha
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p
(\/Zk 1 CIk Qk(t)) <& Vt>0
22.17)

W2 (30)° vt >0

tuttavia la definizione di equilibrio stabile -cosi come ¢ stata posta qui- richiede che le 22.4 siano
rispettate per qualunque condizione iniziale che verifichi le 22.3, e non solo per le velocita iniziali
nulle. Con cio0 il teorema ¢ dimostrato.

Un esempio tipico di equilibrio indifferente ¢ quello del corpo soggetto solo al proprio peso posto

su un piano orizzontale liscio: in questo caso per qualunque velocita iniziale non nulla la posizione
del corpo aumenta linearmente nel tempo, indefinitamente. Dunque 1’equilibrio ¢ instabile.
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Capitolo 23. Meccanica lagrangiana. Linearizzazione

23.1. Introduzione. In generale le 20.13 costituiscono un sistema di equazioni differenziali
non lineari, dunque di difficile soluzione. Nasce cosi I’esigenza di sostituire il sistema 20.13 con un
sistema di equazioni differenziali lineari, che possa facilmente essere risolto, e la cui soluzione
approssimi quella esatta. Questo procedimento prende il nome di linearizzazione.

Nella presente trattazione ci si limita a considerare sistemi che siano

23.1) olonomi (definizione 20.5);
23.2) conservativi in senso lagrangiano (definizione 20.4);
23.4) nell’intorno di una configurazione di equilibrio stabile (definizione nel paragrafo 22.2).

Ragionando in modo non rigoroso (la trattazione rigorosa della linearizzazione trascende i nostri
scopi) la condizione 23.4 garantisce che I’andamento delle coordinate lagrangiane in
corrispondenza di condizioni iniziali vicine alla quiete e alla configurazione di equilibrio, sia poco
dissimile da un andamento lineare.

23.2. Linearizzazione. In base alla 21.14 ¢ nel caso di sollecitazione conservativa in senso
lagrangiano, allora le equazioni di Lagrange si scrivono

d 0T aT au
235) EE—@ = @ h= 1,2, . n

Si assuma ora che sia C una configurazione di equilibrio stabile e che sia I’origine delle coordinate
lagrangiane, ovvero che sia

23.6) C, = (0,0,...,0)

e assumiamo inoltre nullo il potenziale lagrangiano in C,,

23.7) U(0,0,..,0)0=0

posizione che puo sempre essere fatta, essendo il potenziale definito a meno di una costante additiva
arbitraria. Si consideri poi che essendo C, una configurazione di equilibrio stabile; allora, in base al
teorema di Dirichlet (paragrafo 22.2), in essa il potenziale ha un punto di minimo relativo proprio,

dunque in particolare si ha un punto di stazionarieta, ovvero un punto in cui ¢ nullo il gradiente del
potenziale lagrangiano stesso:

238) 22(0,0,..,00=0 h=12,..n
oqx
Con queste premesse lo sviluppo in serie del potenziale lagrangiano in un intorno di €, porge
23.9) U( y=lyn O +0(gi? + -+ q,2)
. ql’ qZ; ey CIn 2 hk=1 6qhaqk Co qhqk ql qn

Sviluppando in serie anche le funzioni 20.12 otteniamo
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23.10) 9x(91, 92 - @n) = Gjiel o, + Ziien ;;"‘| an +o(yar? + -+ 4n?)

Dunque I’energia cinetica 21.2 si scrive

St o(\Ja 2+ + qf)) qid;

. . 1
23.11) T(q1, - Qn; G1s - Gn) = 2 k=1 Z;'l=1 <gjk| + - 15~

Considerando condizioni prossime a C, e alla quiete, la stabilita dell’equilibrio consente di
affermare che i vettori (q4, g2, ... 45) € (41,43, -.- G) sono prossimi al vettore nullo, e cid & tanto pil
vero quanto piu sono piccole le perturbazioni dalla condizione di equilibrio. Allora quello che si fa
in questa circostanza ¢ sostituire a U e T le forme ridotte

* 2%u
23.12) U™(q1, 920 r Gn) = 5 Xhk= 1<—aqhaqk| qhqk>
oy . 1
23.13) T* (G, - ) = gzkzlzjﬂ (5], qkqj)
0
le quali si ottengono eliminando gli ordini di infinitesimo maggiori per perturbazioni dall’equilibrio

che tendano a zero. Si ottengono due forme quadratiche le quali possono essere riscritte attraverso
le due matrici ad esse associate. Posto infatti

82 92 82
0q19q1l¢, 09104zl 0q10qn Co\
02U 2%u 02U
23.14) P = | 9920011, 04204:l¢, 9q20qnlc,
I
02U 92
6qn6q1 co, 9amazlc, 0qndqn Co/
/91 9, 91n|co\
23.15) T = kg“ 9anl, 9, |
gnnl(;O/
le 23.12 e 23.13 si scrivono
q1
23.16) U*(q1, Gz @) = 5@ 92 = )P | T2
dn
q1
x7 e . . 1.,. . . A
23.17) 7*(41, 92, - Gn) = 5(‘11 dz - T CIz
In

Derivando le forme ridotte si trova
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k=1 j=1 k=1 j=1
n n n n
=222 (el o) + 507 Y (ol ) =
_Ek_ 4 g}k Coaq q] E L g}k Coqkaq -
=1j=1 k=1 j=1
n 1 n 1 n 1 n n
=) (gl @) +5 ) (andad) =5 ) (9usle @) +5 ) (amelesde) = ) (ameleode)
j=1 k=1 j=1 k=1 k=1
oT*
oqy
au*_12"12":< 02U | a(q]-qk)) 1z":i< 9?U | g, )+1z"12":< 22U aqk>
oan 244 04;04x|,  0qn 2 £ £\ 0a;94x] ,, 9an 24 £\ 0a;94,] " 0
n n n n
12 92U >+1 ( 92U 1 ( 92U >+1 92U )
=35 Ak 5 A | 4)=5 Ak 5 dx | =
2 £\ 0qn04y 2£\0q;0qn], 2 £\ 0qn04x| 2 £\ 0q,09s],,

Andando poi a sostituire nella 23.5 si ottengono le

2%u

23.18) Yro1(Gnklc,bix) = Xhe1 (m

|c qk> h=12..n
0

le quali costituiscono un sistema di equazioni differenziali del secondo ordine lineari a coefficienti
costanti, e prendono il nome di equazioni di Lagrange linearizzate. Per come sono state costruite
queste equazioni, esse approssimano quelle esatte in corrispondenza a condizioni iniziali prossime
all’atto di moto nullo e alla configurazione di equilibrio Cj.

23.3. Coordinate normali. Ricordo che una forma quadratica

myp My Min

m 1

my; My 2n x

fq:(x1 Xz o Xp) . “2
m m m Xn
ni n2 nn

di matrice M nelle coordinate x4, X5, ..., X, puo0 trovare un’espressione pit semplice ricorrendo alla
diagonalizzazione di M, che essendo simmetrica per definizione stessa di forma quadratica,
ammette forma diagonale rispetto alla base dei suoi autovettori. In particolare, se 14, 1,, ..., 4,, sono
gli autovalori e se C ¢ la matrice le cui colonne sono le coordinate dei relativi autovettori rispetto
alla base canonica, allora si ha

my; My Myn !

X1
my1 Mpy Man !
fo=(@1 x5 .. xp)CT ) cl*|=
!
Mp1 My Mun Xn
2’1 0 0 x:’l
0 A 0 ’
=(x; X3 .. Xp z X2
) !
X
0 0 An n
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Consideriamo ora la 23.17 e diciamo che sia C la matrice' le cui colonne sono le coordinate della
base di autovettori di T, di autovalori t;, t,, t3. Cid posto® si ha

1,0 .. 3:]1 1,0 .. b 00 1 1
23.19) 7" =501 Y2 W)CTTC Y2 | = SO y2 v 0t 0 Y2 | = 5(}712f1 + Y5ty + yits)
V3 0 0 t3/\y3
dove le nuove coordinate sono legate alle precedenti dalla relazione
d1 Y1 V1 1 Y1 = €11G1 + €21G2 + €314y
Q2| =Cly2 ||y | =C"(G2 | © Y2 = 1241 + 2202 + C320n
4s V3 Y3 as Y3 = C13q1 T C23q2 + C33(n

PN

Si puod osservare ora che la forma quadratica 7 & definita positiva (dato il suo significato fisico),
dunque 1 suoi autovalori devono essere positivi e dunque & possibile scrivere

Z1 = Y1/t = \/t_1C11Q1 + \/t_1021‘b + \/t_1€31‘?n
Zy = Yoty = \/t_2C12Q1 + \/t_zczz% + \/t_2032%

Zz = }’3\/t_3 = \/t_3C13éh + \/t_3€23‘?2 + \/t_3C33Qn

Resta cosi definita una nuova matrice di cambio delle coordinate, data da

R NN Ny

la quale non ¢ pil ortogonale. Integrando con condizioni iniziali nulle si hanno allora le relazioni

Z q: Zy = \t3012q9 + \t3C22q2 + V203203

Z4 q1 7y = \t111G1 + VT1€21G2 + VT1C31G3
23.20) < ) = C’T( ) &
Z3 a3 Z3 = \/t_3€13‘h + \/t_sczs% + \/t_3€33Q3

OVVEro

a1 1 [A
23.21) <Cl2) = (¢ <Zz>

qs Z3
e la 23.19 si scrive

23.22) T* = %(z'f + 22 + 22)

Ora sostituiamo le 23.20 nella forma quadratica 23.16, ottenendo

A Al
— -1
2323 U =31z z)(c'T'P(C'T) )(Zz) =-(a 72 Z3)P <Zz)

Z3 Z3

Si ricorda che le matrici del cambiamento di base, nel caso di basi ortogonali, sono matrici ortogonali, ovvero matrici
per le quali I'inversa coincide con la trasposta.
Nel seguito, per semplificare la notazione, si considerano matrici di dimensione tre..
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Adesso invece indicata C la matrice le cui colonne siano le coordinate della base di autovettori di
P’, e se p1,p,, p3 sono i relativi autovalori, allora si ha

1 [ 1 pr 0 0\ /%
U* = 3 (x1 X3 x3)CTP'C|x2|= E(x1 X2 x3)[ 0 p, O |[x2]=
X3 0 0 Ps3 X3

1 2 2 2
=5 (xip1 + x5z + x3P3)
dove le nuove coordinate sono legate alle precedenti dalla relazione

z (% Zy = C11X1 + C21X2 + C31X3
2324) | Z2 | = C| X2 | © {22 = C12X1 + CopXy + C32X3

Z3 X3 Z3 = C13X1 + Ca3X; + C33X3

Elevando al quadrato si ha

2 22,24 222 4 722 L 95 = = - —
zy = C11X1 + C31x5 + C51X5 + 2C11C21X1X5 + 2C11C31X1X3 + 2C51C31X2X3

23.25) { z5 = C2x? + CoyX2 + Coyx3 + 2C13C00X1 Xy + 2C12C32X1X3 + 2C55C32X X3

2 _ 22 .24 22 .24 5224 95 = = - -
Z3 = Ci3X1 + Ca3x3 + C33x35 + 2C13C23X1X, + 2C13C33X1X3 + 2C53C33X,X3

Sommando membro a membro e tendendo presente 1’ortogonalita® della matrice C abbiamo
zZ + 25 + 22 = xF + x% + x2

e dunque, derivando le 23.25, abbiamo che la 23.22 si scrive

23.26) T* = 2 (i + 5% + -+ + &2)

mentre la 23.16 si scrive

23.27) U* = 2 (x2py + X3, + -+ xpn)

Le nuove coordinate Xy, Xy, ..., X, prendono il nome di coordinate normali. Derivando le 23.26,
23.27 si ha

aT* .
oz, *h
23.28) ‘;Z ~= 0

our X
kaxh = XnPn

Sostituendo le 23.28 nella 23.5 si hanno le equazioni di Lagrange linearizzate rispetto alle
coordinate normali:

23.29) % —xppp =0 h=12,..n

? Ciog le sue colonne sono vettori ortonormali fra loro, e altrettanto dicasi delle sue righe.
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Si vede che si ottiene un sistema di equazioni differenziali* indipendenti I’una dall’altra , e dunque
molto piu semplice rispetto al sistema 23.18. Si ricorda che nelle 23.29 i coefficienti pq, ps, ..., Pn
costituiscono gli autovalori della matrice 23.14 della forma quadratica 23.16; ma tale forma
quadratica ¢ definita negativa (rappresentando il potenziale nell’intorno di una configurazione di
minimo relativo proprio), dunque — per un teorema dell’Analisi — i suoi autovalori sono tutti
negativi. Definite allora le pulsazioni normali w,, w5, ..., w, attraverso le posizioni

2330) —p, = w2 h=12,..n

abbiamo che ad ogni equazione delle 23.19 corrisponde, in base alla teoria sulle equazioni a
coefficienti costanti, un integrale generale

23.31) x,(t) = a, cos(wpt) + by sin(wpt) h=1.2,..n
con ay, by, costanti da determinare secondo le condizioni iniziali. Si osservi poi che posto

ap = Ap sin @y
b, = A; cos @y

23.32) {

abbiamo per il sistema linearizzato 23.29 le soluzioni

23.33) x,(t) = Ap sin(wpt +¢@,) h=12,..n

Le costanti Ap, @) vengono determinate univocamente dalle condizioni iniziali. I parametri
— % —

23.34) vy, = - h=12,..n

prendono il nome di frequenze normali del sistema olonomo, a cui corrispondono i periodi

2335 T =vil=22 h=12,..n

2T

Se esiste un minimo comune multiplo degli n periodi, esso costituira il periodo del sistema
olonomo.

23.4. Soluzione. Per ottenere la soluzione in termini delle coordinate lagrangiane originarie si
tenga conto che sostituendo la 23.24 nella 23.21 si ha

a1 X1
2336) [ & | = (¢T) ¢ *
qn xn

dove ricordo che le matrici sono definite come segue

23.37) C ¢ la matrice le cui colonne sono le coordinate degli autovettori di T

N

23.38) C' & la matrice le cui colonne sono date da
¢'=(ct, Ccift, .. "Jt,)

* Si tratta di equazioni differenziali omogenee a coefficienti costanti.
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essendo t;, ’autovalore h —mo di T;

— _ -1
23.39) C ¢ la matrice le cui colonne sono le coordinate degli autovettori di C’ 1P(C 'T) .
Posto poi

= -1 -
2340) C=(c") °C

le 23.36 si scrivono

Q1 = C11X1 + CipXp + -+ CipXy

qz = C1X1 + CapXp + -+ + CopXy

23.41)

n = Cn1X1 + CpaXp + =+ + CppXy

e dunque, ricordando le 23.33 in definitiva la soluzione delle equazioni di Lagrange linearizzate
23.18 si scrivono

g1 = C11Aq sin(wt + @1) + -+ + Cip Ay sin(wpt + @)
23.42) {92 = Co1Aq sin(wyt + @q) + -+ + CopAp sin(wpt + @)

Qn = CpiAq sin(wyt + @1) + -+ + Cpp A, sin(w,t + @)

ovvero in forma matriciale

q1 Ay sin(w;t + ¢y)
23.43) a2 | _ C= A, sin(w,t + ¢,)
dn Ay sin(w,t + @)

dove la matrice C e le pulsazioni normali w;, @5, ..., w, dipendono esclusivamente dalle matrici
23.14 e 23.15, mentre le costanti A4, Aj, ..., A, € @1, P2, ..., P, devono essere determinate in base
alle condizioni iniziali.

Si noti che la soluzione 23.42 ¢ rappresentata da una configurazione oscillante, in accordo con
I’ipotesi 23.4.

23.5. Metodo pratico. Vediamo ora un metodo pratico per ricavare le soluzioni 23.43.
Cerchiamo una soluzione particolare del tipo

23.44) qx = Brsin(wt+¢) k=12,..n

Sostituendo le 23.44 nella 23.18 si ha

n . n azU
_kz::l (ghklcoBkw sin(wt + QD)) = Z (W

By, sin(wt + (p)) h=12,..n
k=1

Co

ovvero, semplificando:
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23.45) Yk=1 <ghk|c0w2 +

a%u |
0qn0qk Co

E in forma matriciale

>Bk =0 h=12,..n

G11lc w? + G1z2lc w? + il Ginlc 0? + il
1116 9410411 ¢, 12160 94104zl ¢, nlCo 9q104nl¢,
o%u o%u B
2 2 2
w? + w? + w® + B,
23.46) 921lc, 20204, 922lc, 24204, Jznle, 20200l =0
| | Bn
\ Gnilc w? + Inzlc w? + il Innlc,w? + il /
ntito 9anda1lc, n2lCo 2anddzlc, nniCo dandanlc,

Affinché il sistema 23.46 non ammetta solo la soluzione banale (che corrisponde alla quiete)
bisogna imporre che il suo determinante sia nullo, ottenendo una equazione’ di grado n nella
incognita w?. Questa equazione fornisce le soluzioni

23.47) w1, Wy, ..., Wy

che dovrebbero tra I’altro coincidere con le 23.30 (e questo andrebbe dimostrato). Sostituendo poi
ciascuno dei valori 23.47 nel 23.46 si ottengono n sistemi lineari

2 2 2
2 20U 2 20U 2 20U
w? + —— w? + w? +
(911|Co i T 5000, Co) (g1z|co i T 54,00, ‘o 91n|c0 i T 3q0am G
Bii
o%u o%u o%u !
2 2 2
wi + w; + w;i + Byi
23.47) <gz1|c0 i T 50,00, Co) <gzz|c0 i T 5q,00, Co) (gzn|c0 P T ag0am Co) il=o

ni

)

2 2 2
2 0°U 2 0°U 2 0°U
\(gnllco LT g, Co> <9n2|c0 T 34n0ds G gnnlco LT 3qndan

coni = 1,2, ...n. Risolvendo ciascuno di essi si ottengono le soluzioni

23.48) qx = Xiw1 Brisin(wit + ;) k=12,..n
Restano indeterminati gli sfasamenti ¢4, ¢, ..., ¢, 1 quali vanno poi determinati in funzione delle
condizioni iniziali (presumo).

> Dovrebbe poter essere possibile dimostrare che, stante la definita positivita delle 23.15 ¢ 23.16, allora le soluzioni
della equazione caratteristica della matrice in 23.46 sono tutte reali e positive, ma non so come si possa fare.
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Appendice 1. Problemi dinamici per I’elemento

A.1.1. Piano di lancio. Si considera la sollecitazione dei pesi introdotta in 11.7. Poiché la
sollecitazione ha componenti nulle su ogni piano orizzontale, in base a quanto visto nel paragrafo
10.1 possiamo affermare che

a.1.1) le componenti orizzontali della quantita di moto sono costanti.

Si dimostra inoltre che

a.1.2) il momento totale della quantita di moto rispetto a un asse verticale e nullo.

Infatti il momento assiale della forza peso rispetto a
un qualunque asse verticale a si scrive

my=m(C)=CPXxmg-a=0

Dunque, in base a quanto dimostrato nel paragrafo
10.1, i1 momento assiale della quantita di moto
rispetto all’asse a ¢ nullo.

ﬁi\

\

a.1.3) [’energia dell’elemento si conserva. l

Infatti la sollecitazione dei pesi ¢ una sollecitazione
conservativa, di potenziale 11.19, e dunque vale il
teorema dimostrato nel paragrafo 11.5.

Si dimostra inoltre che

CP xmg

a.1.4) il moto dell’elemento si sviluppa tutto su un piano detto ‘piano di lancio’.
Infatti I’equazione fondamentale della dinamica 9.4 si scrive in questo caso
a.1.5) mOP = mg
che integrando porge
a.1.6) OP(t) == gt? + OPyt + 0P,
Il moto allora si svolge sul piano individuato dai vettori ﬁ)o e g, infatti
— — — 1., — —, R
(OP(t) — OB,) - (OP0 X g) = <§gt2 + 0P0t> : (OPO X g) =
__ = 2 . - . - —
—12gt (0P, x §) + 0Pyt - (0F; x §)

2
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Dunque (ﬁ(t) —ﬁo) 1 (O—'P}) X ﬁ) cioe OP(t) — OP, & costantemente parallelo al piano
individuato dai vettori WD eg.

A.1.2. Sistema di riferimento. 1 sistema di riferimento comunemente usato nello studio
del moto dell’elemento soggetto a sola forza peso presenta

® [’asse z sia concorde col vettore g;
e [origine sia coincidente con la posizione iniziale Py;
e il piano xy sia il piano di lancio;

—_—
e J’asse x formi con OP, un angolo non ottuso.

0 =P, N¢

«Q
=

Z

L’angolo ¢ soddisfa le limitazioni [— g,g] in base all’ultima condizione imposta, e prende il nome
di angolo di lancio. Proiettando la a.1.6 sugli assi di questo sistema di riferimento si ha

x(t) = |ﬁ50| tcos @
a.1.7) .
z(t) = %gtz — |0PO| tsing

A.1.3. Velocita iniziale nulla. In questo caso il sistema a.1.7 si scrive

x(t) =0
alB){Z@):%gﬁ

Si osserva allora che
e ]a traiettoria del moto & il semiasse z;
e introdotta I’ascissa curvilinea s = z(t) si ha § = g e dunque, in base a quanto visto nel paragrafo

3.13 si ha un moto uniformemente vario; inoltre § = gt e dunque, per quanto visto nel paragrafo
3.11 si ha un moto accelerato;

. . . . 1
¢ i] teorema di conservazione dell’energia totale porge Emv2 —mgz = 0 e dunque

a.19) v=,2gz

153



A.1.4. Lancio verticale verso 1’alto. Le equazioni del moto si scrivono

x(t) =0
a.1.9) z(ﬂ::%gt2—|5§4t

Introdotta 1’ascissa curvilinea s = z(t) si ha che

¢ 5(t) = g e dunque il moto ¢ uniformemente vario;
*s(t) = gt — vy quindi

(<0ect<
| g
Vo

a.1.10)45=0<=t=;
L$>0<=t>v—°
g

eper t <1;—° si ha $§ < 0 e dunque la 3.22 ci dice che il moto non ¢ accelerato, e non essendo

neanche uniforme (essendo §(t) = g), deve essere decelerato;

epert = 1;—0 si ha s = 0 e dunque si ha una fase di inversione del moto;
epert > 1;—0 st ha §§ > 0 e dunque, per la 3.22, si ha un moto accelerato;
. . , . Vo Vo 1 1702
® ]a quota massima raggiunta dall’elemento si ha per t = e vale z (3) =35
e ]a traiettoria dell’elemento presenta due archi; il primo ¢ il segmento che da O arriva a

12\ . N . ... 1 vy2 .
(0,0, - E%); il secondo ¢ la semiretta di origine (0,0, - E%) orientata come 1’asse z.

A.1.5. Lancio verticale verso il basso. Le equazioni del moto si scrivono

x(t)=0
.11 i
a1 o =%gt2+|0P0|t
Introdotta 1’ascissa curvilinea s = z(t) si ha che
os(t) =gt + |W50| e dunque $§ > 0, ciog, per la 3.22, il moto ¢ accelerato;
® §(t) = g e dunque il moto & uniformemente vario (paragrafo 3.13);
¢ |a traiettoria del moto ¢ il semiasse positivo delle z.

A.1.6. Lancio obliquo verso I’alto. sia pe |0,2] e |ﬁ’0| + 0, allora

e cercando 1’equazione cartesiana della traiettoria si ha
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, ( o xO
x(t) = |ﬁ0| tcos @ |ﬁ50| cos @
1 x2(t)

1 IR
42 _ -
z(t) = zgt |0P0| t sin @ z

9g—— —x(t) tan @
|0P0| cos? @
e dunque
2
+ —xtang
|ﬁ0| cosZ ¢

all2)z=>g

e allora la traiettoria dell’elemento ¢ una parabola passante per 1’origine e avente concavita verso le
Z positive, ovvero verso il basso;

¢ ’intersezione della traiettoria con 1’asse delle ascisse si chiama gittata e vale

a.l1.13)x =M

¢ |a gittata massima, per un valore assegnato di velocita iniziale, si ha per 2¢ = /2, ovvero per
¢ =m/4

¢ il corrispondente valore della gittata massima ¢

|2

[o7,

a.l.14)xy, =

¢ il modulo della velocita si scrive

alld)v =8| =V +22 = ngtz—th |W50| + |W50|2 + |W50|2 cos? ¢

singp . . . ——= | sin .
T(p, ¢ minima per t = |0P0| T(p, € poi cresce;

e decresce per t < |ﬁ0

¢ ]a quota massima si ha all’istante

sin ¢
g

a.1.15)2 = 0 & t,, = [0P,

e vale

2
0P,| sin2 ¢

A.1.7. Velocita minima. Sia assegnato un punto B = (xg, zg): si vuole valutare la velocita
minima con cui lanciare I’elemento per colpire B (e il corrispondente angolo di lancio). A tale
scopo, considerando il caso in cui sia xp # 0, si impone il passaggio per B nella equazione
cartesiana a.1.12 ottenendo
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xp?

ZB:E‘g—_‘) 7 _than(p
|0P0| cos? @
che considerando le relazioni trigonometriche
(2 2
sinp 1-—cos“e 1
tan® ¢ = —— = > =——-1le&——=1+tan’¢
cos% @ cos“ @ cos“ @ cos% @
si riscrive
xp2 xp? xp2 xp?
Zp = g 2 5+ g 2 stan® ¢ —xptangp & g =z stan® ¢ — xptan ¢ + g 2 5—25=0
2|0B,|  2[0F,| 2|0F, | 2|0F,|
2
X
2 g_B, ]
2|0F,| 2|0F,|
S tan?p ————tang + > =0e
9Xp 9Xxp
-, 2
2|0F,|
2 —
ati7tan? g — 22 ang 4120,
o ¢ 9xB ¢ gxp? B
Dunque affinché esistano valori reali di tan ¢ che risolvano il problema deve aversi
— 2 2 —, 4 2
2|0P0| 8|0P0| |0P0| 2|0P0|
_ 4————z75 |20 ————-1+——525=20
9xp gxg® g*xg* gxg*

A sinistra della diseguaglianza abbiamo una funzione crescente in |0P0 |: quindi il valore minimo di

|W50| per il quale la diseguaglianza ¢ soddisfatta ¢ quello per il quale il primo membro si annulla; la

condizione di annullamento si scrive:
RN 4 LN 2

2.1.18) |0F;| + 2925 |0F,| — g%x5% =0

|2

che facendo la sostituzione ¢ = |W50 porge

—29zg + 29~/ 2% + x5?
2

£ +297§ —g°x5" =0 § = = g (25 V75" +%57)

Dovendo poi essere & > 0 si deve prendere il segno positivo, e dunque il valore cercato ¢

2.1.19) |0F,| =\/g(—z3 +z57 + 57

che sostituito nella a.1.17 porge
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2(—ZB +\zp% + sz) 2(—ZB +\zp% + sz)
tan? ¢ — tangp + 1 —
XB xp*

ZB:()

la cui soluzione €

—zZp+\/zp%+xp?
XB

a.1.20)tan @ =

A.1.8. Parabola di sicurezza. Assegnato un valore di velocita iniziale |ﬁ>’0|, ci si chiede

quale sia il luogo geometrico dei punti del piano di lancio (piano xz) i quali sono raggiunti
dall’elemento in corrispondenza di uno e un sol valore dell’angolo di lancio. Ricordando allora

I’equazione cartesiana della parabola descritta dall’elemento ordinata rispetto tan ¢ (equazione
a.1.17)

. 2 .
2[oF,| 2[or|
a.1.21)tan”® ¢ — —y e +1l-—oz=

abbiamo che i punti (x, z) i quali possono essere raggiunti in corrispondenza di uno e un sol valore
di tan ¢ sono tutti e soli quelli per i quali ’equazione a.1.21 in tan ¢ ammette una ed una sola
soluzione, ovvero abbia determinante nullo. Imponendo I’annullamento del determinante si ha

4 -, 2
4 |0P0| 8 |0P0|
————4+——5—2z=0
g2x2 gx2
Si ottiene cosi la parabola
. Pomf [0F,|
al22)z=-2- 11 _ P P
2loro| 2 29
la quale ha concavita verso le z positive
e intercetta gli assi nei punti
2
|0 |
a.1.23)( 0, —— x
29 2\
: 0 Y
a.1.24) @ 0 |0P0|
1. PR Z 3

Il primo punto coincide con la quota massima raggiunta nel lancio verticale; il secondo coincide con
la gittata massima del lancio obliquo (equazione a.1.14). Si pud dimostrare che la parabola a.1.22
costituisce I’inviluppo di tutte le parabole che si ottengono al variare dell’angolo di lancio da /2 a
7. Ad essa si attribuisce il nome di parabola di sicurezza.

A.1.9. Forza elastica. Un elemento di massa M sia soggetto alla forza elastica

a.1.25) f = kPC
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dove P sia la posizione occupata dalla massa. Si vede che si realizza un moto centrale, secondo la
definizione del paragrafo 3.16, in quanto 1’accelerazione

a.1.26)d = ¢
M

¢ costantemente parallela al vettore posizione CP.

Ne segue che il moto avviene su un piano fisso Y
(moto piano) con velocita areolare costante,
secondo quanto dimostrato nel paragrafo suddetto.
Si consideri allora il sistema di riferimento kPC
RC(C;x,y,z) avente origine in C e piano xy P
coincidente col piano del moto. [T " M
Proiettando su RC I’equazione a.1.26 si ha /
5) |
kx ¢ I x

X+—=0
al2Dy

ytor=

Si ottiene un sistema omogeneo di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti le quali,

secondo la teoria, ammettono le soluzioni
. k k [ k k k. k
x = C; sin 2t + C, cos 2wt jx Cy 2208 | [t - C; 2 Sin| [50t
)
Cg\/zcos<JEt> —C4\/Esin<\/£t>
M M M M

(
I
a.1.28) 4 =
Imponendo le condizioni iniziali xg, yy € X, Yo abbiamo per le costanti i valori

Ly:C3sin<\/%t>+C4cos<\/§t> Ly
kK
Cy = %o/ M G2 =X

) k
Cs =0/ ﬁ Cs =Y

X = %sin(wt) + x, cos(wt)

e dunque le soluzioni sono

a.1.29) J
y = Eosin(a)t) + vy, cos(wt)

dove, per compattezza, si ¢ posto /k/M = w. Volendo ora ricavare I’equazione cartesiana della
traiettoria possiamo risolvere il sistema a.1.29 rispetto le due incognite sin(wt) /w e cos(wt):

(J'co x0> (sin(wt) /w) _ (x) N (sin(wt) /w) _ (J'co xo)_l (x) _ (iz §Z) (;) _
Yo Yo/\ cos(wt) /¥ cos(wt) /Yo Yo Y XYoo — XoVo
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(i _ XYo+ Yo
1 . sin(wt) = ———w
_ (xYO + }’}’0> N X0Yo — X0Yo
X — X0V \XoX + X XoX + X
XoYo — XoYo \Xo (84 k cos(wt) = - (}J] xoi’}
0Yo — XoYo

Quadrando e sommando si ha

(KoY — *0Y0)? = (xyo + y¥o)?w?® + (Xox + X%¥)* &
& (%Yo — X0Y0)* = x*(Yo?w? + x¢%) + YZ(YOZQ’Z + 5502) + 2(VoYow? + x9Xo) Xy

Abbiamo ottenuto la conica
a.1.30) xZ(J’ozwz +x0%) + yz(yozwz + 5502) + 2()’05’0“)2 + xo%0)xy — (%oYo — xo}70)2 =0

la cui matrice si scrive

—(%oyo — xo}70)2 0 0
al3)A = 0 Wo?w? +x0%)  (YoYow? + xo%o)
0 (%5’0‘02 + Xo%o) (5’020)2 + 5502)

11 suo determinante vale

detA = —(%oYo — XoY0)? ((yozwz + xoz)(j’ozwz + J.Coz) — VoYow? + xo%0) WoYow? + xoxo)) =

= —(XoYo — xof’o)z(yoszoz + x02y02 - 2}’05’0950550)0)2 = —(XoYo — xo?o)4ﬂ)2
In base alla 3.38 si ha dunque

e

detA = =202 |S| = —2w? |CP X CP| = —20? |CP(t = 0) x CB(t = 0)

E questo valore & nullo se CP(t = 0) = 0 oppure se ﬁ(t = 0) = 0 oppure ancora se i due vettori sono
paralleli. Escludendo dalla nostra analisi questi tre casi, o una loro combinazione, abbiamo che il rango di 4
¢ 3. Allora, essendo

detAyz 23 = (XoYo — Xo¥o) w?* > 0

la traiettoria € una ellisse, il cui centro ha coordinate

0 (y,y,w* + xoXo)
- .2 . 2
__detAy,z [0 (g @ +%07) | _ 0
detA23,23 - detA23,23 B
0 (y,%w?+x0%)
__detAyzq, |0 (¥oY@? + Xo%o) =0
Y= detA23'23 B detA23,23 B

e quindi coincide con il punto C, verso cui converge la forza elastica.

I problemi dinamici per I’elemento vincolato sono sul manoscritto dalla pagina 263 alla pagina 296.
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Appendice 2. Caduta di un grave

A.2.1. Sistema di riferimento. 1 sistema di riferimento fisso RC(0; x, y, z) abbia centro
nel centro del Sole e orientamento invariabile rispetto alle stelle lontane. Questo sistema di
riferimento risulta inerziale con ottima approssimazione. Il sistema di riferimento RC'(0'; x',y’, z")
abbia centro nel centro della Terra e assi con orientamento invariabile rispetto a quelli di RC.
Questo sistema di riferimento non ¢ inerziale a causa del moto di rotazione della Terra intorno al
Sole; tuttavia ¢ possibile considerarlo inerziale commettendo un errore trascurabile.

NZ
Nord: z' =
N
N
Sole

orbita

Il sistema di riferimento RI'(Q; &, 7, {) sia solidale alla Terra e abbia asse ¢ coincidente con 1’asse di
rotazione terrestre; dunque esso si muove di moto rotatorio uniforme rispetto RC’, con velocita
angolare @ (velocita angolare di rotazione della Terra intorno al suo asse).

Il sistema di riferimento RT'(Q';&',n',{') infine & solidale al sistema RI: esso ha origine
individuata dalla latitudine A e asse ¢’ tangente alla superficie del pianeta in Q'; ’asse {' risulta poi
puntare il centro del pianeta.

Per quanto ci riguarda dunque il sistema di riferimento del moto assoluto & RC’, mentre quello
mobile & RT"'.

A.2.2. Equazioni del moto. Ci interessa allora ricavare I’espressione della accelerazione
di un elemento materiale rispetto al sistema di riferimento mobile, ovvero la sua accelerazione
relativa d,.. In base alla equazione 5.7 sui moti relativi si ha

a2.1) @ = —d, +d, —d,

dove si ricorda che il segno ondulato sta ad indicare che 3: ¢ la accelerazione relativa rispetto allo
spazio di riferimento fisso, cioe la sua immagine. Si osserva immediatamente che 1’accelerazione
assoluta, essendo per nostra ipotesi presente la sola forza peso, ¢ fornita dalla espressione della
forza di gravitazione 11.13, per la quale
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a22) d, =

essendo G la costante di gravitazione universale e M la massa terrestre. Il primo addendo invece,
I’accelerazione di trascinamento, in base alla 5.5 si scrive

do.(t) —0 _
&T=&OI+%XO’P+5T><(@X0’P)

dove la velocita angolare di trascinamento @, & la velocitd angolare @ di rotazione della Terra

intorno al suo asse, la quale & costante; e dove d, & ’accelerazione assoluta di O’ (che vale zero),
dunque

a2.3) d, =& x (& x 0'P)

dove si intende che P ¢ la posizione dell’elemento materiale. Il terzo addendo rappresenta
I’accelerazione di Coriolis, che in base alla 5.6 si scrive

a2.4) d. =2 X v,
Dunque in conclusione abbiamo trovato che I’accelerazione relativa si scrive

> GM PO
a.2.5) ar——wx(wXOP)+—E—2 X U,

Calcoliamo ora il doppio prodotto vettoriale, in cerca di una scrittura pitt semplice. Si ha

2.7

& &y &} —wyp é: é;  ég —W*Xp
— — =4 — — 1}
dx(@x0P)=&@x|0 0 w|=d%X| wxh |=[ 0 0 w|=|-wy)
! ! ! ! !
Xp Yp Zp 0 —wyp wxp 0 0

Detto allora P’ la proiezione di P sull’asse z' = {, abbiamo

@ % (& x0'P) = —w?P'P
e dunque la a.2.5 si scrive
GM PO’
a.2.6) ar—a) —— 20 er
o7 PO’

Dunque la forza a cui ¢ complessivamente soggetto 1I’elemento di massa m, somma della forza
effettiva (forza gravitazionale) e della forza apparente, si scrive

GJ\/[m PO’

a2.7) f =md, = mw?P'P + 2222 — 2ma@ X B,

PO’ PO

dove il primo addendo costituisce la forza centrifuga, il secondo ¢ la forza gravitazionale che la
Terra esercita sull’elemento, il terzo rappresenta la forza di Coriolis. Proiettando 1’equazione
vettoriale a.2.6 sugli assi di RT'(Q; &, 1, ) abbiamo
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(..
¢ = (wz —$3>§+2w77
(§2+n2+¢2)2
a2.8) {7 = <a)2 — &3),7 — 2wé
(24247002
. GM
(=——7""""73
\ @ 4n7 402

dove si ¢ calcolato per il terzo addendo

(&5 & ~wi
WX U = 0 0 w]|= & & é3)< wé )
§ n < 0

Per proiettare la a.2.6 sugli assi di R[''(Q'; &', n’,{") cerchiamo le relazioni fra i versori di R e RT":

a.2.9) & =£& sl& =11 0 0
0 —cosd -—sin4

!

& = —sindé, +cosié, & (0 —sind  cosA )(él)
5 = —cosAé, —siné; &

che invertendo la matrice si scrive anche
A Al A

& =& &1 0 1 0 &1

a2.10){ €, = —sindé] —cosA1é; & | & |=|—-sind 0 —cosd]|| &

é; = cos1é] —sin A & &3 cosl 0 —sinAd

Essendo poi

& &
a2 1)Q'P=0'0+0'P=(0 —hcosA —hsin}) (%) +E& n Q) (%)
&3

dove si & posto
a.2.12) 0’0" = h

Allora sostituendo la a.2.10 nella a.2.11 si ha

. o 1 0 € o 1 0 &
N'P=(0 —hcosd —hsinA)|—sind 0 —cosA||& |+(€& n {O|—-sind 0 —cosd]| &
cosA 0 —sind/ \ & cosA 0 —sind/ \&

OVVETo

Al

€1
Q'P=(—nsind+{cosA & —ncosA—{sinA+h) &
&

e quindi, in definitiva, si ha
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§'=-nsind+ {cosi '3 0 —sind cosA\ /¢ 0
a.2.13) n =& eln )= (1 0 0 )(77) + (0)
{'=-ncosA—sinA+h 4 0 —cosd —sinA/ \{ h

OVVETo

¢ 0 —sind cosA\ ‘[ ¢
a2ld(n|=11 0 0 n

¢ 0 —cosA —sinAd {'—h
che ricorrendo alla matrice inversa gia calcolata si scrive

§=n' ¢ 0o 1 0 ¢’
a.2.15) n=—€’sin/1—((’—h)cos/1<:>(n>=(—sinA 0 —cosA) n'

{=¢&cosA—({'—h)sinA ¢ cosi 0 —sind/\{'—h
Derivando si ottiene poi
§=i =i
a.2.16)41n = —&'sind — (' cosA = <{7j = —&'sinA — (" cos A
{=¢&cosA—{' sinA {=¢&cosA—{"sinA
Sostituendo infine le a.2.15, a.2.16 nelle a.2.8 si ha
(
n = w?— on 3 n’—2w($’sinl+{"cosl)
(n"2+6"% 4" -n)2)?
.21 —&"sind —{"cosA = | w? — oM 5 | (=¢&'sinA— (' —h) cos A) — 2wn’
(n"2+6"%+ (5" -n)2)?
§'cosA—{"sind = — = 5 (&' cosA— ({' — h)sinl)
\ (n"?+¢" 4" -n)2)?

Dove, per le a.2.15, si ¢ considerato che

E24m2 4+ 02 =0+ (=&sinA— ({' —h) cos )%+ (&' cos A — ({' — h) sin1)? =
=72+ (¢"*sin? A+ ({' = h)?cos? A+ &'({’ — h)2sinAcos ) +
+( "2 cos2 A+ ({' —h)?sin? A — 2sinAcos A &' (T’ —h)) =
=07+ + (G~ h)?

Il a.2.17 costituisce il sistema da integrare per ottenere la legge del moto rispetto al sistema di
riferimento RT'(Q"; &', n', {").

A.2.3. Forza PeSO0. Nella espressione a.2.7 la somma dei primi due addendi
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po’ PO’

a2.18)f =m (wzﬁ +

M PO’)

prende il nome di forza peso, e definisce la sollecitazione dei pesi introdotta in 11.17. Il termine in
parentesi ha le dimensioni di una accelerazione e si indica

a.2.18)§ = w?P'P + =22
po’ PO

prendendo il nome di accelerazione gravitazionale. La forza peso ¢ la somma della forza
centrifuga e della forza di attrazione gravitazionale che la Terra esercita sull’elemento materiale;
essa costituisce la forza complessiva agente su un elemento in quiete.

La forza peso definisce la direzione verticale sulla superficie terrestre, ovvero quella direzione
individuata dal filo a piombo' la quale assume una importanza cruciale in tutte le applicazioni
ingegneristiche in cui si considerino oggetti in quiete.

E’ immediato osservare che la direzione verticale non punta il centro del pianeta; in particolare se
assumiamo che la massa occupa — in quiete — la posizione €', allora la forza peso si scrive

a2.19)p = m(wzh cos A &, +Gh—]\2/[£)

e dunque la sua direzione giace sul piano &'¢’ ma si discosta dalla direzione di {’, deviato verso il
piano equatoriale.

! =

zZ =
/\//
] B S N A
o ’é
ol \
2 T
xl
¢ ¢

Vediamo ora quale ¢ il valore dei due addendi della accelerazione gravitazionale a.2.18. Per le
costanti in gioco si ha intanto

! Strumento utilizzato in edilizia, costituito da un peso metallico appeso a un filo.
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11 N-m2

(G =6637-1071122
kg

a.2.20){ M =5,966-10**kg
h=6,371-10°m
w=728-10"5s"1
dove si ¢ assunto per h il valore medio del raggio terrestre. Allora la a.2.18 si scrive

m

a.2.18)g = 0,33 - 10‘1Sﬂzcos/1§; +9,755 8

Si vede dunque che la componente centrifuga dell’accelerazione gravitazionale, il cui valore
massimo si ha per A = 0 (equatore), rimane un termine di almeno due ordini di grandezza inferiori
rispetto all’addendo dovuto alla forza di attrazione terrestre. In molte applicazioni si assume per g
un valore fisso, definito valore normale, il quale coincide con il valore assunto dalla a.2.18 per
A =45°¢ vale

1m z m 77

2.2.19) gy = 0,23 - 107128 + 9,752 &

Il modulo dell’accelerazione gravitazionale si pud ricavare proiettando la a.2.18 sugli assi &'(’
ottenendo

a2.20) § = —0,33 - 107" ZsinAcos A&} + (9,75 — 0,33 - 10" cos? 1) 5 &

che nel caso dell’accelerazione normale a.2.19 porge

a.2.21) gy = —0,0165 =& + 9,73355—253
con modulo? di valore

a.2.22) gy = 9,8061

A.2.4. Deviazione verso Est. Riprendiamo il sistema a.2.17 e trascuriamo I’effetto della
accelerazione centrifuga, ponendo w = 0 nel termine dovuto alla accelerazione centrifuga. Si
ottiene il sistema

( 0 =— G 50’ — 2w(& sind + {' cos 1)

(n"2+6"2 4" -m)2)?

—&"sind —{"cosA = — oM

5(—¢'sind — (' — h) cos A) — 2wn’

a.2.23)+« (U'Z+f'2+(§'—h)2)2
£ cosA—{"sind = — i 5 (' cosA— (¢’ — h)sin k)
\ ("2 482+ -1)2)?

Come ulteriore semplificazione si assuma che la accelerazione dovuta al campo gravitazionale
terrestre sia costante, cioe sia

* In realta facendo il calcolo del modulo della a.2.21 si ottiene un valore inferiore, probabilmente a causa dei
troncamenti e dei valori usati per le costanti in a.2.20.
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2.2.24) — o —y

+§/%4+({"-h)?

Allora il a.2.23 si scrive

( n =- g 1’ — 2w(&'sinA + {' cos 1)
(248 +@"-n2)?
—&"sind —{"cosA = — g 7(—¢'sind — (' — h) cos A) — 2wn’
(n"2+6"%+(5"-h)2)?
§'cosA—{"sind = — = (&' cosA— (' — h)sinl)
L (n"?+¢" 4" -n)2)?

a.2.25) {

1
Si assuma poi costante la distanza (n’z +EP 4 (¢ - h)z)2 ponendola pari a h; si ottiene allora

( ﬁ’=—%n’—2w(f”sinl+(.’cosi)
a.2.26) { —&"sind — " cos A = —%(—f’ sinA — ({' —h) cos ) — 2wn’
k £ cosA—{"sind=—2(& cosA— ({' —h)sind)

h

Si consideri poi che, essendo h il raggio terrestre, si ha {' — h = —h e dunque abbiamo

( ﬁfz_% ’—Zw(f"sinl+("cosi)
4—5’ sinA—¢{"cosA = —%(—f’ sin1+ hcosd) — 2wn’ &
l él’cosl—("’sinl=—%(f’cosl+hsinﬁ)
( 7',":_%n’—Zw(f’sinA+Z’cosA)
= —é"sinA—("’cosA=%€’sinl—gcosl—2wn"

\ & cosA—{"sind = —%f’ cosA — gsinl
Dunque abbiamo

I{ ﬁ’=—%n’—2w($’sinl+(’cosi)
2.2.27) { — (& +2¢)sin2+ (=¢" + g) cos 1 = =207}
L (f’ + %f’) cosA=—(={"+g)sina

Sostituendo la terza equazione nella seconda abbiamo

n' = —%77' —2w(&'sinA + ' cos 1)

a.2.28) {"=g+2wn' cos

sinA

cosA
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! !

Essendo h >» n’, ¢’ decido di considerare nulli gli addendi %,% nella prima e nella terza equazione,
ottenendo il sistema

n' = —2w(& sinA + {' cos 1)

2.2.29) {' =g+ 2wn' cosi
..’ _ .., _ Sin/']_
f - ({ ) cosA

Integrando la prima e la terza equazione con le condizioni iniziali

S=mp=05=0
2230){& =pr =& =0
tO = O
abbiamo
Ifr]" = —2w(&'sinA + {' cos 1)
ro— {",_g
22.29){ N =

i f) sin A
L E B ({ g 2/ cosA
Sostituendo la seconda e la terza equazione nella prima abbiamo

. .2 )
Zz—w‘g = —2w <<{’ —g?> sin A+ ¢’ coszl> o (' —g=—-2w?*2{ — gt*sin? Q)

Si ottiene allora I’equazione differenziale ordinaria a coefficienti costanti non omogenea
a.2.30) (" + 4w?{ = 2w?gsin®At’ + g

Il polinomio caratteristico della omogenea associata ha le soluzioni y; , = +i2w e dunque il suo
integrale generale ¢ dato dal polinomio trigonometrico

a.2.31) p(t) = C; sin(Rwt) + C, cos(2wt)
Come soluzione particolare della non omogenea proviamo un polinomio di secondo grado:

f=at>+bt+c
f=2at+b = 2a+4w?(at?+bt+c)=2w?gsin®?At? +g <

f=2a
& 4w?at? + 4w?bt + (4a) c+ Za) = 2w?gsinAt’ + g &
_gsin®2 gsin? 2
4w?a = 2w?g sin? A ! 5 a=—
= 4w?b =0 = =0 b=0
4w’c+2a=g | g—2a L _g—gsin*A _ cos?1
e 4w? €T T 42 ~ 9402
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Dunque si ¢ ottenuta la soluzione particolare

sin? A cos? 1
_gsin*d , . g
2 4w?

e I’integrale generale della a.2.30 si scrive

gsin®2 )l gcos?

{'(t) = C; sin(Rwt) + C, cos(Rwt) + —— ”e
{'(t) = 2wC; cos(Rwt) — 2wC, sin(Zwt) + gtsin? A

a.2.32) tt

Per ricavare le costanti di integrazione imponiamo le c.i. a.2.30:

2 2

TN — gcos®A g cos- A

O =G+ =0s16="35
{'(0) =2wC; =0 ;=0

dunque, sostituendo i valori delle costanti nella a.2.32 abbiamo

gsinZ A gcos? A

() = —£= Acos(Zwt) + £2 4 4%
a.2.33) cos o
() = 2w g sm(Za)t) + gtsin? 1

Sostituendo la prima delle a.2.33 nella terza delle a.2.29 abbiamo

L gcos? A cos? A gcos 22\ sin4
d _( 4w? cos2wt) = g £ 40?2 Jcosd

1 sin A cos? 1
4 2)9

—< ! Rwt) 1t2+
= 4wZCOS w 5

= (—cosQRwt) — 2w?t? + 1)

cos A
g sin ZA

Sostituendo poi nella prima delle a.2.29 abbiamo

. gsin2a g cos? A gsin? A | gecos 22
7' = =2w| (—coswt) — 2w?t? + 1) sind+ | — Y cos(2Qwt) + t? cosd|=

8w? 2 4w?

sin21 cos?
= 2w ((— cosRwt) — 2w?t? + 1) g 802 sinA + <—‘g—sm2 Acoswt) + o

4w? sin? A 4w? sin? A
(20t) — 1 po A coszl 20t - cos? 1\ gsin24 =
= | cosQw o cos(w szl ) ag Sind=
cos(2wt) 1 \gsin2A gsin2A g cos A
= - - — sinA = (cos(Qwt) — 1) = (coswt) — 1)
sin? A sin?1) 4w

e integrando

gcosA( (¢ t g cos A (sin(wt)
n' = f cos(Qwt) dt —f dt | = —t
2w 0 0 2w 2w
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In conclusione il sistema a.2.17, semplificato’ nel a.2.29 - con le condizioni iniziali a.2.30 — &
risolto dalle funzioni
gsin2a

w?2

&'(t) = (—cosQwt) — 2w?t? + 1)8_

cos A
4w?

a.2.34) n'(t) = (sin(Qwt) — 2wt) Z

S )
'@ = (— cos(2wt) + 2w?t2 32 )gcos A

4w?

cosZ A

Assegnata una quota di caduta g si risolve in t I’equazione {'(t) = g, ricavando il tempo di caduta
tq, che sostituito nella seconda equazione permette di ricavare la deviazione verso Est n’(tq).

? Trascurando — lo ricordo — la forza centrifuga e facendo delle semplificazioni legate alla predominanza di h rispetto al
valore delle coordinate del moto
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Appendice 3. Meccanica celeste

A.3.1. Satellite stazionario. In questo capitolo ci proponiamo di trovare le condizioni, se
esistono, per le quali un satellite in orbita intorno alla Terra sia fermo rispetto alla Terra stessa.
Affinché cio si realizzi il moto assoluto del satellite deve verificare due condizioni:

a.3.1) D’orbita deve essere circolare;
a.3.2) la velocita di rotazione del satellite deve essere uguale a quella della Terra.

Nord: z=¢

Sia RC(0; x,y, z) un sistema di riferimento

a.3.3) con centro coincidente con il baricentro terrestre;
a.3.4) inerziale;
a.3.5) con asse z concorde con la velocita angolare @ della Terra per direzione e verso.

Sia invece RT'(Q; x&,n, ) un sistema di riferimento

a.3.6) solidale alla Terra;
a.3.7) con asse { sovrapposto all’asse z.

Allora si vede che le condizioni a.3.1, a.3.2 sono soddisfatte nel momento in cui P ¢ in quiete nel
sistema di riferimento RI'(Q; x¢,7,{), ovvero P deve risultare una posizione di equilibrio per il
satellite, nel riferimento mobile.

In base alla a.2.7, riadattata per la simbologia della presente figura, sappiamo che la forza
complessiva (effettiva e apparente) agente sul satellite &

2 = —  GMmPO I~
a3.8) f =md, = mw?P'P +—; = 2mw X U,
PO

Ma le posizioni di equilibrio sono date dalle soluzioni delle equazione 13.4 che, in base alla a.3.8, si
scrive

GMmPO _

a.3.9) mw?P'P + 2
PO

0

PO
Si trova dunque la condizione
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a310)ﬁ5 =
P

Si vede che condizione necessaria affinché la a.3.10 sia soddisfatta € che P si muova sul piano xy
(il piano equatoriale). In questo caso la a.3.10 porge

_, GM 0P —3 GM — :|GM
OP::Z_—@PO =—2=)P0= —
PO POw? w W

che, in base ai valori a.2.20 delle costanti, si scrive

__ 3 6,637~10‘11A}’('—";25,966~1024kg
23.11) PO = = 42117,647 - 10°m

Dunque abbiamo concluso che affinché un satellite terrestre sia immobile rispetto al pianeta devono
essere soddisfatte le due condizioni seguenti

a.3.12) I’orbita deve essere equatoriale;
a.3.13) il raggio dell’orbita deve essere di circa 42 mila chilometri.

Un satellite di questo tipo, detto stazionario, puo essere utile per il monitoraggio di aree specifiche
della superficie del pianeta: ad esempio sono di questo tipo i satelliti per le rilevazioni
metereologiche.

A.3.2. Orbite planetarie. Consideriamo due masse isolate M; e M, e un sistema di
riferimento inerziale RC(0; x,y, z) il quale abbia origine costantemente sovrapposta alla posizione
occupata dal baricentro della massa M.

La sola forza agente sulla massa M, ¢ la forza di attrazione gravitazionale esercitata su di essa dalla
massa M, che per la 11.13 si scrive

2 _ — _ GMlMZ @
a3.14) f(OP) = M,0P = — 5
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Secondo la definizione data nel paragrafo 3.16, il moto di M, ¢ un moto centrale di centro O,
essendo, per la a.3.14, ’accelerazione costantemente parallela ad OP. Ne segue che

a.3.15) il moto avviene tutto su un piano (moto piano);

a.3.16) che la velocita areolare 3.37 del moto ¢ costante.

Queste due proprieta sono gia state dimostrate in generale per il moto centrale nel paragrafo 3.16.
Ma ¢ immediato dimostrarle di nuovo considerando che dalla a.3.14 si ha

d(0Px0P) .. . M1, _ U
— 2 =0P X 0P = — = OP X OP = 0 = OP X OP = costante vettoriale
dt op_ OP

Questo prova immediatamente che il piano del moto (di giacitura oP XW’)) ¢ fisso; inoltre
sostituendo quanto trovato nella 3.37 si ha la costanza della velocita areolare.

Diciamo allora che il piano del moto (che ¢ definito dalla velocita iniziale) sia il piano xy e
cerchiamo I’equazione della traiettoria descritta da M, su di esso.

Per prima cosa si osserva che, essendo nullo il momento della forza agente su M, rispetto al polo
0, deve essere costante il momento della quantita di moto di M, rispetto allo stesso polo (vedi
paragrafo 10.1). 1l calcolo di tale momento porge

a3.17) Ky = M,0PxPO =M, x y 0|=M,(xy—yx)k
-x -y 0
Introducendo le coordinate polari y
X =rcosf X =7cosf —rfsinb
1 = .
3. 8){ =rsinf {y =7sin@ + 16 cos 6
GM M, OP
la a.3.17 si scrive ___________P 0p. OP
M
a.3.19) K, = M,r260k %
0 |
0 ) x
Detto L il modulo costante del momento della M;

quantita di moto si ha

2.3.20)0 = —
MzT'

L’energia totale di M, ¢ somma dell’energia cinetica T e dell’energia potenziale gravitazionale II,
ed ¢ data da

GMlJ\/[Z _ GMlJ\/[Z

a32)E=T+M =1 JV[2|0P| ~ M, (72 +1267) -

Considerando poi la a.3.20 abbiamo
2 1 12 GMy M,
a3.22)E = ]\/[2 +2M2r2 —

Considerando poi che, per la regola di derivazione delle funzioni composte, si ha

172



dr(0) P

2 (¢) =
che per la a.3.20 si scrive

ar(6) L
a.3.23)r(t) = W0

allora sostituendo la a.3.23 nella a.3.22 si ha

dr(G))z i2 1 12 GMy M,

1
a3k = EMZ ( de Mzt 2 Myr? T

Osservando poi che

(r(@)) _d(r®) 1

3325) 20 rz_(m

e sostituendo nella a.3.25 abbiamo

1 2
TR
1 L 1 L GM, M.
E =, | —) o T
ae M5 2 M,r? T

che ponendo

a.3.26)u(f) = (9)

si scrive

2 2
2.327)E = 1M, (d“(”)) ““—w)

a ) M, M,

u(6)G My M,

OVVEro

Se aggiungo e sottraggo al radicando la quantita G2 M2 M, /L* ottengo

2
329)du(6) \/G M2 +2M2E ( 0) — GMlmz)(:) du(6) — 4o

L4
GZmimy ZMZE GM1M2
i u(6)

Procedo alla integrazione della a.3.29 ricordando che

X
dx =sin"l—+¢
a

[ =
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e ottenendo

(6) - GMle \ w(6) - GM1M2
sin~?! =0+c> = sin(@ + ¢)
\/Gle M3 N 2M2E/ \/Gle M} | 2M,E
L4 LZ L4 LZ

In definitiva si & trovato che

2330)u(8) = 2% 4 sin(0 + o) J DA Bt
cioe

1

a331)r(0) = Y 2 M1M2 L 2M2E

L2

+sm(9+c)\j

La costante dipende dalla condizione iniziale, cio¢ dalla posizione di M, all’istante iniziale.
Diciamo che questa posizione sia quella per la quale la costante & nulla. Dunque I’equazione della
traiettoria seguita da M, ¢ definita dall’equazione

1

a.3.32) 7"(9) = GM1M2 M1 ey +2M2E

L2

+sin(6)

Ora cerchiamo di definire la natura della curva sopra trovata. A tale ci sara utile tornare in
coordinate cartesiane. A conti fatti la a.3.32 in coordinate cartesiane si scrive

2 2 2 4
2.333) T2 2 ZUE 2 g Zy\/G M LB 1=

N N

Si vede allora che si ¢ ottenuta una conica. Per capire di quale conica si tratti ¢ necessario
considerare la matrice della conica la cui espressione ¢

1 0 JGZMle +2Jv[zE
14 12
2 2 4
a334)A = 0 G 0
# |
G2MZMS = 2MLE 2M,E
\/ T 0 2 /

Il suo determinante vale

G2MEM2

a.3.35) detd = — (212) %0

Allora il rango ¢ 3 e la conica pud essere una iperbole, una parabola o una ellisse. Per capire di
quale conica si tratti si calcola
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G2MEMS
L4
0

detA23‘23 =

Allora si hanno i tre casi seguenti

E <0 = detAy;,3 > 0> ellisse
a.3.36)1 E = 0 = detA,3,3 = 0 = parabole
E > 0= detAy;,3 < 0= iperbole

2mE G2MEM
E L4

2M,E
—

Quindi a bassa energia cinetica si formano delle orbite ellittiche, altrimenti si possono avere o
parabole o rami di iperbole (con M, in un fuoco, ma questo non lo dimostro).
Consideriamo ora il caso in cui si abbia un’orbita ellittica. Allora le coordinate del centro' della

ellisse sono date da

( 0 0
GEMEMF 2ME  2M3E
_ detA23_13 _ L4 ' L2 L2 |_
Xe = — = - =0
detA23_23 detA23_23
2,504
2.3.37) 1 o 6291}
L4
GEMEMS 2M3E 0 GEMEMS 2MyE
— detA23,12 — L4 L2 _ L4 L2 < 0
Ye = T Geta - detA - 2MaE
\ €lAz3,23 €lAz3,23 2

Per calcolare la posizione dei fuochi invece si pud procedere col metodo degli invarianti dicendo
che, nel riferimento canonico, I’equazione dell’ellisse si scrive

y

—

' Si ricorda che 1’energia totale & negativa e dunque il determinante di detA,3 ;3 € positivo. In definitiva la coordinata y

del centro & negativa.
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X’a+Y*f=1

dove i coefficienti sono le soluzioni della equazione di 2° grado

-1 BB -
P P
con
det A
=————, S=a;,+ay
det A, s

A questo punto avendosi @ =1/a*, 8=1/b", ove si & considerata I’equazione scritta come

si calcola ¢* =a* —b” e si ha la distanza dei fuochi dal centro. Si trova

GEMEMS 2MyE

a3.38)c = |y¢| = - Lt
2

L’ellisse dunque appare come quella in figura.

A.3.3. Terra e Sole. Ora particolarizziamo 1’equazione a.3.31 nel caso in cui M rappresenti
il Sole e M, la Terra. Per le masse si ha

_ . 1030
3339) {Ml B 1’99 1024_kg
M, =598 -10“*kg
Per calcolare I’energia cinetica abbiamo bisogno della distanza media Terra-Sole:

a.3.40)D = 1,49 - 10'm

e della velocita angolare media di rotazione intorno al Sole

7 rad

a3.4l)w =199 10" S

Allora I’energia cinetica vale all’incirca
a.342)T = %]\/[z(a)D)2 = 2,63 1033

Se assumiamo che il Sole sia molto vicino al centro dell’orbita, allora 1’energia potenziale
gravitazionale vale all’incirca
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GM, M,

a.3.43)1 = = —5,30- 1033/

dove si ¢ considerata la costante di gravitazione

2
1N’m

G=6,637-10" .
kg

Allora I’energia totale ¢ grosso modo
a344)E = —2,67 - 1033]
Per il momento della quantita di moto si ha in fine

m?2.
a.3.45)L = M,D%w = 2,64 - 10% “L T8

Allora I’equazione dell’orbita in coordinate polari a.3.31 si scrive in questo caso

m
6,81-10712+3,16-10"13sin @

a.3.46)r(0) =

Vediamo adesso le caratteristiche salienti di questa ellisse:

r (9 = —g) — 153,988 - 105km
a3.41){ (6 = 0) = 146,842 - 10°%km

| r(6=5) =140331-10%m
2
Secondo questi dati il semiasse maggiore dell’ellisse vale dunque

%9=—%;r@=%)

= 147,159 - 10%km

Esso & lontano dal valore effettivo che, & di 149,57 - 10%km; questo dipende probabilmente dai
valori medi introdotti per energia e momento della quantita di moto. Calcoliamo anche la distanza
del Sole dal centro dell’ellisse. Si ha

r(o=-3)-r(0=3)

2

= 6,828 - 10%km

Dunque tale distanza ¢ realmente piccola rispetto ai semiassi dell’ellisse.
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Appendice4. Problemi dinamici per il corpo rigido

A.4.1. Disco su piano inclinato scabro.Abbiamo

a.4.1) un piano scabro o di inclinazione i;
a.4.2) un disco rigido e omogeneo R di raggio R e spessore trascurabile.

Vogliamo determinare gli eventuali moti di R i1 quali soddisfino le condizioni seguenti:

a.4.3) R appartiene costantemente a un piano fisso verticale che intercetta o lungo una direttrice di
massima pendenza;

a.4.4) il moto di R rispetto o abbia velocita di strisciamento nulla, e il contatto fra le due superficie
sia costante'.

Sistemi di riferimento. Il sistema di riferimento fisso sia RC(0; x,y,z) con origine coincidente
con la posizione iniziale del baricentro G di R e con piano yz coincidente con il piano del moto. Sia

RT'(G; &,7,¢) una delle terne centrali di inerzia del disco, quella per la quale risulti
z

a4.5) 0(t=0)=0

Strategia. Si procede

a.4.6) ricavando le incognite cinematiche necessarie e sufficienti a descrivere un moto del tipo
cercato;

a.4.8) definendo le forze attive e vincolari agenti sul corpo;

a.4.9) si ricava la legge del moto, attraverso le leggi della dinamica o un teorema di
conservazione...

a.4.10) si ricavano le reazioni vincolari in funzione della legge del moto e si verifica che il vincolo
sia in grado di esplicare questo genere di reazione.

! Si parla in questo caso di moto di confine.
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Discussione. La condizione a.4.4 ci dice che I’atto di moto nel punto A di contatto fra R e o, deve
essere nullo; la condizione a.4.3 ci dice che il moto ¢ piano, di piano zy. Allora I’atto di moto ha
asse centrale a passante per A e ortogonale al piano zy e si scrive

a4.11)B(P) = B(A) + @ x AP = @ x AP = 6&, X AP

dove si ¢ espressa la velocita angolare in funzione della anomalia 6 fra y e n, presa con segno
positiva per le rotazioni antiorarie (quindi nel caso in figura il suo valore € negativo). Ma allora la
velocita del baricentro si scrive

U(G) = 68, x AG = 0é, X Ré; = —0Ré, = y;(t) = —6R

dove il segno meno ¢ giustificato dal fatto che nel nostro riferimento I’anomalia decresce, dunque la
sua derivata ¢ negativa, mentre la velocita del baricentro ¢ concorde con é,. Integrando con la
condizione iniziale a.4.5 si ha

a.4.12) y;(t) = —6R

Poiché poi si ha costantemente x; = z; = 0, la posizione del baricentro ¢ completamente

determinata dal valore dell’anomalia.
ES

La sollecitazione attiva agente su R ¢ costituita dai pesi, ed ¢ dunque equivalente alla forza
a.4.13)f% = Mg = Mgsinié, — Mg cosiés

applicata nel baricentro (paragrafo 8.6); la sollecitazione reattiva, essendo nulla la velocita di
strisciamento, e avvenendo il contatto in un punto, coincide con quella descritta nel cap 15 nel caso
di un elemento immobile vincolato ad una superficie con attrito, per cui si ha

f‘l} == Txél + ryéz + rzég
1, =0

,r,? +75
<

| Sse

a.4.14)

*

Proviamo ora a ricavare la legge del moto 6 = 6(t)a partire dalla prima equazione della dinamica
9.12. Si ha

0=r, 0=ry
a4.15){ Mjs = Mgsini+1, & {-M6OR = Mgsini+rm,
0=—-Mgcosi+r, 0=—-Mgcosi+r,

dove si ¢ sostituita la a.4.12. Si vede pero che questa equazione non puo fornire la legge del moto, a
causa della presenza delle incognite dinamiche costituite dalle componenti della reazione vincolare.
Consideriamo allora la seconda legge (ultime tre del 9.15):

0= Mg (6)
a.4.16)1 J,6 = M, (6)
0 = Mg (0)
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dove il momento ¢ tutto vincolare, essendo nullo quello della sollecitazione dei pesi rispetto al
baricentro. Ma anche questa equazione non ¢ utilizzabile, poiché la reazione vincolare ¢ incognita.
Consideriamo allora che, essendo la forza attiva conservativa e quella reattiva a lavoro nullo (¢
applicata istante per istante a un punto in cui ’atto di moto vale zero), allora vale il teorema di
conservazione dell’energia totale 12.21. Nel nostro caso 1’energia cinetica 12.23 si scrive

1

. . . . 2 . 2 . 2
a4.17)T = ~MO2R? + 6% = - MO2R* + - M2 % = 262m (R2 + R—) =g2m &
2 2 2 2 2 2 2 4

mentre 1’energia potenziale della sollecitazione dei pesi si scrive
a.4.18)I1 = —Mgy;sini = MgROsini

Dunque I’energia totale si scrive

a419)E =T +11 = 620 2" + MgRO sini

La condizione di conservazione dell’energia totale si esprime dunque annullando la sua derivata
temporale:

2.4.20)06M 2=+ MgROsini =0 o § = -2
Integrando si ha la legge oraria
2421)0 = - L2242 4 ot & yg = L2242 — Riyt

dove si & considerata la c.i.a.4.5. Data la sostanziale® conservativita della sollecitazione esterna
possiamo applicare anche il teorema del lavoro e dell’energia cinetica (paragrafo 12.5). Per il lavoro
elementare, secondo la 12.22 si ha

a.4.22)dL = (MG +R) - #(A)dt — Mgsinifdt = —MgsiniHdt
essendo U(A) = 0. Il differenziale dell’energia cinetica a.4.17 ¢ d’altra parte
a.4.23)dT = 20000 2= dt

e dunque il citato teorema porge nuovamente 1I’equazione differenziale a.4.20.
%k

Sostituendo ora la legge del moto a.4.21 nella prima legge della dinamica a.4.15 abbiamo

T, =0
Mg sini
=TT
1, = Mg cosi

Affinché dunque sia possibile il moto a.4.21 la reazione vincolare a.4.15 deve verificare le
condizioni a.4.14, ovvero deve essere

Sollecitazione sostanzialmente conservativa: un insieme di forze conservative e di forze a lavoro nullo.
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\/ r,§+r§ sini
a.4.16)

S @s &

< < | <
Tz 3cosi Ps tani < 3¢;

Si pud suppore che per inclinazioni piu ripide si presenti lo strisciamento fra R e o.

A.4.2. Disco su piano inclinato liscio.Con riferimento alla figura si abbia

a.4.17) un piano liscio o di inclinazione i;

a.4.18) un disco rigido e omogeneo R di raggio R e spessore trascurabile;

a.4.19) inizialmente il disco giaccia su un piano che intercetta ¢ in una retta di massima pendenza;
a.4.20) I’atto di moto iniziale sia rotatorio con asse di istantanea rotazione coincidente con a;
a.4.21) la velocita iniziale del baricentro sia vyé,.

Vogliamo determinare il moto di R.

Strategia. Procedo

a.4.22) facendo delle ipotesi sul moto del disco, cosi da semplificare la trattazione;
a.4.23) ricavando il moto coerente con le ipotesi fatte;
a.4.24)verificando che il moto comporti una reazione vincolare coerente con il tipo di vincolo.

Discussione. Faccio le seguenti ipotesi:
a.4.25)il moto & di confine’ ;

a.4.26)il moto ¢ senza strisciamento;
a.4.27)il moto avviene tutto nel piano yz.

> Moto di confine: nel caso di vincoli unilaterali, si parla di moto di confine quando la superficie del corpo &
costantemente a contatto con quella del vincolo.
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Intanto si considera che se il vincolo € liscio la reazione vincolare in A € tutta normale a o, e si
scrive

a.4.28)R = 1,8,

Per cui il diagramma delle forze, attiva e vincolare, ¢ quello in figura.Con queste ipotesi sussiste
anche qui la relazione a.4.12, mentre la prima equazione della dinamica a.4.15 si scrive

é _ _gsini
a.4.29){ B R
r, = Mgcosi

e la seconda equazione a.4.16 si scrive
a.4.30)J¢6 = 0

essendo nulli 1 momenti rispetto al baricentro tanto della reazione vincolare che di quella attiva. Si
vede immediatamente allora che le due equazioni differenziali in 8 sono compatibili solo nel caso
in cui sia nulla I’inclinazione i, che per ipotesi assumiamo diversa da zero. Questo vuol dire che le

ipotesi fatte sul moto sono sbagliate.
&

Proviamo allora a far cadere I’ipotesi a.4.26: in questo caso non vale la relazione a.4.12 e la prima
equazione della dinamica si scrive

Miz =0
ad43l)Md; =Mg+R @{ My, = Mgsini
Mz; =1, —Mgcosi

Si osserva che I’ipotesi a.4.25 impone che sia costantemente nulla z;, mentre 1’ipotesi a.4.27
impone che sia costantemente nulla x;. Ne consegue che la prima equazione ¢ una identita, e la
terza va riscritta. Si ottiene dunque il sistema

Ve = gSsini

a.4.32) {rz L Mgcosi

La prima equazione scalare consente di ricavare la legge del moto del baricentro, porgendo
. L 1 .
a.4.33)y; = gtsini = y; = Egt2 sini

dove ho considerato nulle le condizioni iniziali. Ora pero, se il moto ¢ senza strisciamento, la sua
descrizione ¢ incompleta senza I’espressione della velocita angolare, che in questo caso ¢
interamente nota, nota che sia I’anomalia 8. La seconda equazione della dinamica (dal sistema 9.15)
¢ la a.4.30 anche senza I’ipotesi di strisciamento, e porge

a.4.34)0 = 6,

Ovvero, mancando I’attrito con il piano o la rotazione conserva la sua energia cinetica, come ci si
poteva aspettare.

A.4.3. Disco su piano orizzontale scabro.ll disco R, di spessore trascurabile e
raggio R, abbia massa M e densita variabile in funzione della distanza dal centro.
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La posizione iniziale sia
a.4.35) con il baricentro sia in G;
a.4.36) con il disco tutto contenuto nel piano .

zZ

L’atto di moto iniziale sia

a.4.37) rotatorio con asse di istantanea rotazione apassante per A (vedi figura) e ortogonale a T;
a.4.38) di velocita angolare @,.

Sistemi di riferimento. Il sistema di riferimento fisso RC(O; x, y, z) abbia piano yz coincidente col
piano 1 e asse z che contiene la posizione iniziale del baricentro. Il sistema di riferimento solidale
al disco, che indico RT'(G;¢,n,{), sia posizionato in modo tale che 7 sia parallelo a y nell’istante
iniziale, ovvero in modo che sia nulla I’anomalia 8, che assumiamo positiva per le rotazioni
antiotrarie.

Strategia. Faccio delle ipotesi sul tipo di moto, in modo da semplificare le equazioni della
dinamica; poi risolvo le equazioni della dinamica semplificate; quindi verifico che le reazioni
vincolari corrispondenti a questo moto siano compatibili col tipo di vincolo.

Discussione. Facciamo, ad intuito, le seguenti ipotesi sul moto:

a.4.39) il moto ¢ di confine, cioe il disco non perde mai il contatto con il piano;

a.4.40) il moto ¢ piano, e avviene tutto sul piano 7;

a.4.41) il moto abbia — almeno inizialmente — velocita di strisciamento non nulla.

La terza ipotesi ¢ giustificata dal fatto che l’atto di moto iniziale implica una velocita di
strisciamento non nulla

a.4.42)3(0,t = 0) = B(A,t = 0) + By X A0 = By X 40 = —(R + d)|@,|é,
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Si ricorda che, in presenza di strisciamento la reazione vincolare di un piano scabro non ¢ pil
semplicemente la a.4.14,ma la

ff_)‘li = Txél + ryéz + rzég
2y _ 90 2
fr= B(0)| I
a.4.43) 3 >0
,r,§+r§
L N L

Con le ipotesi che il moto avvenga tutto sul piano yz abbiamor,, = 0 e dunque

(fv = Tyéz + T'Zé3
2y _ 9O |2
f*= EG] 7]

a44dd 1. >0

|ry|_
r_z_(pd
\ =0

La prima equazione cardinale della dinamica9.12 si scrive

oo Ve = X9Pa
a.4.45){M3’ ¢ = Z\y/[; f’;z‘pd =, =t Mg
- z
1, =Mg

dove si ¢ considerato che z; = R — d costantemente (per I’ipotesi a.4.39) e inoltre che x; =0
costantemente, per 1’ipotesi a.4.40.11 segno della equazione differenziale sara, almeno inizialmente,
concorde col segno di y;(t = 0), che poi & determinato dal vettore @,. In particolare & facile
verificare che sara

Vo = —sgn(wog)g@a
a.4.46) T, = —sgn(a)og)QI)dMg
r,=Mg

nel caso illustrato in figura dunque varra il segno positivo.
&

La seconda equazione cardinale della dinamica (dal sistema 9.15) si scrive

Jewe = Meg(y6.6 5 Y6, 0) Jewg = 1,R
a4.46){ 0= Mg, (y6.0;¥:.0) =5 0=0 =Jb=rR
OZMG{(}’G:H;YG,H) 0=0

Considerando poi la 4° delle a.4.44 e 1a 2° delle a.4.45 si ha
5 MgR
a.4.47)0 = —sgn(a)of)T
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Dunque, integrando si ottengono le equazioni del moto

. 2
Vo = —sgn(wog)g@at + wosd  (y5 = —sgn(wog)gpa S + wogdt

24.48)] MR 5
0 = —Sgn(wof)Tt + wog 0= —sgn(wof)%tz + woet
3

Ricordando che/s = M R?/2, dunque le leggi del moto si scrivono

t? .
t) = —sgn(w — + wyedt Yo = —sgn(wog )g@at + woed
wa g 76D =759 (wog)gPa + wog @{ 6 (wog)g@at + wog

0(t) = —sgn(wog)%tz + Wt 6 = —sgn(wog)%gt + wos

con la reazione vincolare in a.4.46. Se in particolare ammettiamo (come suggerisce la figura) che
wog < 0, allora segue che leggi del moto e reazioni vincolari sono date da

2 .
|( YG(t) =g(pd%+(l)0§dt {yG =g(pdt+(l)0§d
= . 2g
a.4.50)$ 6(t) = 2t* + wogt 0 =="t+ wos
| {ry = @paMg

, =Mg
Questa soluzione vale fino al momento in cui non si annulla la velocita di strisciamento, poiché in
quell’istante cambia la natura della reazione vincolare — che non soddisfa piu le a.4.44 — ¢ le

equazioni del moto devono essere ricavate di nuovo.
&

Calcoliamo allora ’istante in cui si annulla la velocita di strisciamento in base alla a.4.50. La
velocita di strisciamento non ¢ altro che il valore dell’atto di moto in C, il quale ¢ dato da

. 2
5(C,t) = B(G,t) + B() X GC = (gpat + woed)e, + (%t + wog) &, X (—R)é,

cioe

a4.51)B(C,t) = (((pd +2)gt + woe (R + d)) &,

La condizione di annullamento della velocita di strisciamento porge allora

. on(R+d)

a4.52)t = P

In corrispondenza di questo istante si ha

. _ 2d—Rpg
ye(t) = Pat2 Wog

. _ Zd—R(pd
0(8) = — ipara) V0%

a.4.53)
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2
_ R+d wo{(R‘Fd)
a.4.54) yG(t_) B ((pd 2(pq+2) ) 9(@a+2)
4. 5
. R+d wog(R+d)
o) = (R(<pd+z> + 1) 9(pa+2)

Dunque a seconda del segno di 2d — R¢ si hanno tre possibili casi, che esaminiamo uno ad uno.
k)

Per 2d — Rp,4 = 0 si ha atto di moto nullo. Allora la reazione vincolare ¢ di tipo statico e verifica le
limitazioni

f‘l} = Txél + ryéz + rzég
1, >0

,r,? +75
<

| Sse

a.4.55)

Si osservi che le equazioni della statica 14.5 si scrivono

(—Mg+1,=0
7, =0 0
- — T, =
Mg+f"=0 ny = N
a.4.56){ 9+/7 =01 Yo =] m=0
g=0 ry - 7”=]V[g
TR = z
\ 7,0=0

Come si vede la reazione vincolare a.4.55soddisfa il sistema della statica a.4.56: dunque in questo

caso il disco si ferma all’istante t di annullamento della velocita di strisciamento.
%k

Per 2d — Rp4 < 0 si ha per t = t1’atto di moto

ye(t) <0

a.4.57){ 0 > 0

Se faccio ora I'ipotesi che il disco proceda senza strisciare anche per gli istanti successivi
all’annullamento della velocita di strisciamento, allora vale quanto trovato nel paragrafo a.4.1,

purché si considerino le c.i.a.4.55 e una inclinazione i = 0; allora vale I’equazione differenziale
a.4.20, da cui

0.4.58)0 = 0= 6(t) = 0(F) = 6(t) = () (¢t — ) + 6D
a.4.59) y; () = —RO(E) = y(t) = —ROD)(t — ) + y;(D)

che sostituendo le a.4.53 e a.4.54 si scrivono

2
a.4.60) 6(8) = R(pg+2) wof(t 0+ (R(¢d+2) ) 9(pat2)
. . 2
_ _ 2d-Reyg _ _R+d @og(R+d)
ye(t) = Pat2 woe(t — 1) + ((pd 2(pg+2) ) 9(@q+2)

Il caso 2d — R, > 0 vede per t = t un atto di moto del tipo
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ye(t) >0

a.4.61){ (D) < 0

mentre le soluzioni, ipotizzando I’assenza di strisciamento, sono ancora le a.4.60.
%k

Diamo ora una rappresentazione qualitativa dell’andamento delle due funzioni cinematiche,
distinguendo, dopo la fine dello strisciamento, i tre casi evidenziati.

v(tV 2d = Roy y(t) 2d < Rey
v y(E)

‘ ‘ £ t
B(tW\ strisciamento auiete . |
O(tI\ strisciamento  puro rotolamento
167)] I :
E 6(t) .
T t ?
: N3 t
y(tY 2d > Ro,

y(®)

t t

9 (tf strisciamento

16| I

puro rotolamento

A.4.4. Lamina su piano orizzontale liscio.Una lamina di massa M , di spessore
trascurabile, di dimensioni a X b, giace su un piano orizzontale liscio o. In corrispondenza dello
spigolo A ¢ applicata una forza costante, giacente su . L’atto di moto iniziale sia nullo.
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Sistemi di riferimento. Il sistema di riferimento fisso RC(0; x,y,z) sia la terna centrale della
lamina nella sua posizione iniziale. Il sistema mobile RT'(G;é&,7n,{) sia la terna centrale della
lamina, con asse ¢ ortogonale a o.

Discussione. Facciamo 1’ipotesi che
a.4.62) il moto sia di confine, ovvero la lamina aderisca sempre al piano o.

Il moto allora €& piano e possiamo definire 1’anomalia 8 come 1’angolo che 1’asse n forma con la
direzione orientata definita da y. Sappiamo che il moto piano ¢ descritto univocamente dal moto del
baricentro e dall’anomalia.

La reazione vincolare che questo tipo di vincolo ¢ in grado di esplicare & costituita da una forza
verticale R applicata in un punto del poligono di appoggio della lamina, poligono che coincide
evidentemente con il rettangolo che delimita la lamina stessa.

Il sistema della dinamica 9.15 si scrive

([ Mi=0
My = f
0=-Mg+R

2.4.63) 1 ,
0 = Mg,

dove si & considerato che il momento rispetto al baricentro di f ha solo componente {, mentre

quello di R non ha componente {. Nella terza equazione abbiamo poi considerato che z =0
costantemente (per 1’ipotesi a.4.62) e dunque la sua derivata seconda ¢ altrettanto nulla.
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Dalle equazioni quattro e cinque si deduce che R, avendo momento nullo rispetto al baricentro, ¢
applicata al baricentro stesso, evenienza compatibile col tipo di vincolo; dalla terza equazione si
ricava inoltre

a4.64)R = Mg

Dalla prima equazione, considerando anche le condizioni iniziali x = x = 0, si ricava
a.4.65)x(t) =0

Dalla seconda equazione, integrando con le c.i.y = y = 0, abbiamo

24.66)y =Lt=y="Ly

Per integrare 1’ultima equazione dobbiamo ricavare AA’. Osservando la figura si trova
a.4.67) AA’ = AG sin 8

Inoltre considerazioni sugli angoli permettono di scrivere

=2 _pgop=s-9 inp =sin( (-6 -
a+,6'—§— =>,B—§— —a = sinf =sin (E_ )—a =

T T
=sm(z—9)cosa—cos(§—9)sma= cosB@cosa —sinfsina =
a

= c0SO — —sinf —
2A4G 2AG

Quindi la a.4.68 si scrive
- b a .
a.4.69)AA' = 5 €os 0 — > sin 7]
Allora I’ultima equazione del sistema a.4.63porge

a.4.70) 6 = L (bcosB — asinB)
2]¢

che non essendo una equazione lineare non ¢ banalmente risolvibile, e forse non ha neanche una
soluzione esatta. Tuttavia nel caso in cui i valori dell’anomalia si mantengano prossimi allo zero, si
puo provare la linearizzazione

b

24716 +1%9 =
2]{ 2](

la cui omogenea ha integrale generale

a.4.72)0 = Cy cos( /f—a t) + C, sin( f—at)
2J¢ 2J¢

e una cui soluzione particolare ¢ banalmente 8 = 1/a. Per cui I'integrale generale della a.4.70 si
scrive
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a473)9—Clcos(\/f7)+Czsm(\/f7)+ =>9——C1\/751n<\/ﬁ)+62\/7cos( f—at)
Jz 2J¢ 2] 2J¢

Imponendo le c.i. si ha C; = —1/a e C; = 0, dunque abbiamo la rotazione periodica

a.4.74)0 = 1(1 _ cos< f—“t))
a 2]¢

A.4.5. Sbarra con snodo sferico a una estremita.Una barra di massa M &
vincolata a una estremita a uno snodo sferico. Ci si chiede se sono possibili moti rotatori uniformi
intorno all’asse verticale passante per il centro dello snodo.

Sistema di riferimento. Si adotta la stessa simbologia introdotta per il generico moto sferico
introdotto nel cap.6, ma in questo caso la rotazione intorno all’asse { ¢ assente, dato che la sbarra si
assume lineare; per cui fissiamo ¢ = 0, cio¢ ’asse ¢ ¢ costantemente sovrapposto all’asse N (di
nutazione). La posizione della sbarra ¢ allora completamente definita dall’angolo 8 e dall’anomalia

P !

Discussione. Si deve verificare che un moto rotatorio uniforme risolva la seconda equazione della
dinamica 16.5 (quella adattata al caso di moto sferico) e che la reazione vincolare che si ottiene
sostituendo le leggi del moto nella prima equazione della dinamica, sia compatibile con il tipo di
vincolo il quale, lo ricordo, puo esplicare solo reazioni che abbiamo momento nullo rispetto O.

Se la rotazione deve essere uniforme, la velocita angolare deve essere costante, ovvero devono
essere nulle le derivate delle sue componenti rispetto al sistema di riferimento fisso. Per cui,
ricordando la 6.24 (in cui si ponga ¢ = 0 ) si ha

. . .. 5 A siny
W, = B cosy W, = 6B cosyP —OYsiny 9—9¢COS¢
a.4.75) wy—951n1/):> wy—051nlp+91/)coslp:> g = chos;[j
Sin
wzzlp wzzlp k -!’b_o
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Inoltre per la 6.23 (in cui si ponga ¢ = 0 ) le componenti della velocita angolare rispetto al sistema
di riferimento mobile sono

a); = 9
a.4.76){ w, = Y sin O
wg = Y cos 6

che sostituite nel 16.5 porgono
]565 - (]n —]5)1/') sin @y cos O = Mg,
In (1/) sin @ — 0 cos 9) - (]; —]{)91/') cos 6 = Mg,
Je(Y cos 6 — 0 sin@) — (J, — J¢ )0 sind = g

Considerando poi la terza delle a.4.75 si ha

Je6 — (J, —J;)$? sin@ cos 6 = Mgy

—],71,[)9 cosf — (]Sc —]5)91[) cos = Mg,

—]51,[)9 sin @ — (]n —]5)9 Psin @ = g
Si deve inoltre considerare che una sbarra lineare ha momento d’inerzia nullo rispetto al proprio
asse — cio€ J; = 0. Inoltre I'ellissoide di inerzia € giroscopico e quindi J, = J¢; dunque

J0 — J?sin@ cos 8 = os

a.4.77){ —J 0 cos & — 61 cos 6 = M§,
Per quanto concerne il momento della forza attiva (la forza peso) si consideri che esso vale
2.4.78) Mg = Mg x G = “Lsin6 &

Sostituendo nella a.4.77 si trova

J6 —Jp?sin 6 cos 6 = Mg; é—l/')zsinecos@:wz[—}qlsine
a.4.79) —]91/) cos 8 —]91,[) cosf =0~ glj, = _911,
0=0 0=0

Considerando il caso che sia ¥ # 0 allora si ha necessariamente # = 0. Quindi in definitiva
abbiamo trovato

6 —1)?sin @ cos @ =W2[—flsin9
2.4.80) P

P=0

Integrando si ha
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50 _ Mgl _. 2 — Mgl
0 —?sinfcosfh = 2 sin @ ¢0—2]c0590

a.4.81) 0 =0, = 6 =0,
¥ = Y = Yot + Yo

Dunque abbiamo trovato che la condizione per la quale si realizza il moto rotatorio uniforme ¢ la
prima delle a.4.81 che porge ¥ = Pt + 1.

Altri problemi dinamici per il corpo rigido sono nell’ultima parte del manoscritto da pagina
456.
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AppendiceS. Problemi di meccanica lagrangiana

A.5.1. Pendolo semplice.ln 0 la sbarra di massa M & vincolata a una cerniera che ne
limita il moto sul piano yz.

<

Si richiede di
a.5.1) determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita;
a.5.2) scrivere le equazioni di Lagrange;

a.5.3) determinare il periodo delle piccole oscillazioni intorno alla posizione di equilibrio stabile.

Fissiamo intanto la coordinata lagrangiana come 1’anomalia 6 fra I'asse ¢ della sbarra e I'asse
verticale y del sistema di riferimento fisso, cio¢ poniamo

a54) gq= 106

Le equazioni 19.11 si scrivono allora

X; = 0
a.5.5) {y; =& cosf i=12,..,N
z; =¢&;sinf

dove si ¢ schematizzata la sbarra continua in una successione di N punti materiali, essendo &; la
posizione lungo I’asse ¢ del punto P;.La matrice in 19.16, essendo in questo caso n =1, ha
dimensioni n X 3Ne si scrive

56 (6x1 dy, 0zy O0x, 0y, 02z Ooxy Oyn 6ZN)
a.5.6) dq 9q 98q 0q 9q dq ' 9q 9q 9q

Sostituendo la a.5.5 nella a.5.6 si ha
a5.7) (0 =& sinf & cosf@ 0 —&,sinf &,cos8 ... 0 —&ysinf &ycosh)

Si vede che questa matrice ha rango unitario per qualunque configurazione del sistema fisico,
ovvero per qualunque valore di 8, non potendosi mai annullare contemporaneamente tutti i suoi
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.1 1 . .. T . N
elementi’. Poiché poi n = 1, segue che la condizione di indipendenza regolare del vincolo ¢
verificata.

Calcoliamo ora le componenti lagrangiane della sollecitazione vincolare: detta f V la reazione
vincolare della cerniera, sappiamo che essa ¢ costituita da una forza — di verso e direzione incognita
— applicata al punto della barra che si trova in O = {2, a cui attribuiamo I’ascissa &;; dunque la
definizione 20.3, applicata alla sollecitazione vincolare, porge

a0y, 0z, 0x; N 0z,
f"a fya fza f"ae fyae fzae

Ma (x4, y1,21) = (0,0,0), dunque si ha

a5.8) Q=0

Dunque la definizione 20.5 ci permette di asserire che il vincolo ¢ perfetto (cioe ¢ a lavoro virtuale
nullo per ogni sistema di spostamenti virtuali); poiché esso costituisce poi I'unico vincolo?, il
sistema ¢ olonomo.

Calcoliamo adesso le componenti lagrangiane della sollecitazione attiva, costituita dai pesi. Allora
la definizione 20.3 porge

_ZN (Oaxl M ayi+oazi>_zN O+M a(fic056)+0 B
Qo = 30 " N0 " 90) T L \" T NI a0 B

= —Zivzl <%gfi sin 9) = —%sin@Zil(fJ

Considerando poi che la progressione aritmetica

21 2l 21 2l 21 21

) 21
8(1—0’52—N:$C3 N+N'€4 N+N+N -’Ei—(l_l)ﬁ---

ha somma

€1+§N Sno_N-120
Zi Q=" N=gN=—gmy N == 1)

si ha in definitiva
a.5.9) Qg = ——sm@ (N-1) = ——J\/[gl sin6

Essendo poi N un numero presumibilmente molto elevato possiamo porre senz’altro

a.5.10) Qg = —Mglsin b
Allora — per la 20.4- per il potenziale lagrangiano si ha

! Quando il coseno si annulla il seno ha modulo unitario, e viceversa.

* Probabilmente qui si dovrebbero intendere come vincoli anche tutti quelli che legano un elemento all’altro, e li
tengono uniti a formare la sbarra. In questo caso le forze vincoli sono le forze scambiate da un elemento con quello
precedente e quello successivo; e poiché le distanze reciproche non variano, queste forze vincolari sono a lavoro nullo.
Per0 la esplicitazione formale di quanto detto € un po’ macchinosa, e la evito.
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OU(G)

a.5.11) = Qg = —Mglsinb
Quindi integrando otteniamo

a.5.12) U(B) = Mglcosb + ¢

e il sistema risulta dunque conservativo in senso lagrangiano in base alla 20.4. Allora I’energia
potenziale del sistema si scrive

a.5.13)11(0) = —-U(@) = —MglcosO + c
Ponendo poi — come ¢& lecito — I1(0) = 0 si ha
a.5.14)11(0) = Mgl(1 — cosB)

In base al teorema del lavoro virtuale (condizione 22.1) le posizioni di equilibrio meccanico sono
tutte e sole quelle per le quali si annulla la a.5.10, ovvero le due configurazioni

Cf:0=0
a.5.15){623_0 .

La funzione a.5.13 presenta un minimo relativo proprio in C; e dunque, per il teorema di Dirichlet,
essa rappresenta una configurazione di equilibrio stabile; in C5 si ha un punto di massimo relativo

proprio dunque, per Liapunov, essa rappresenta una configurazione di equilibrio instabile.
k)

Per esprimere le equazioni di Lagrange nella forma 21.14 dobbiamo individuare 1’espressione
dell’energia cinetica. Si ha

a5.16)T =3 202 = 23N 2 (0g,)" =202 T e =267,

L 1 N
Per le derivate si ha

oT

36~ 0
25174 == 0],
d OT
atah ]x

Sostituendo il tutto nella espressione 21.14 delle equazioni di Lagrange si ha

a.5.18) 6], = Qg

e considerando la a.5.11 si ha in definitiva I’equazione di Lagrange
a.5.19)0], = —Mglsin6

L’equazione linearizzata 23.18 — nell’intorno della configurazione di equilibrio stabileC; —si scrive

in questo caso
a%u

a.5.20) gleeb = 0l 9
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Si consideri poi che per la 20.12 si ha

0 0
as52l)g@® =Y~ m; (—fi sin 9) . <—§i sin 9) =yN mé? =],
& cosf & cosf

e che derivando il potenziale a.5.12 si trova

au®) _

2
7 ——]\/l”glsinH::oa ve _

a.5.22) 292 = —Mglcos 6

Sostituendo le a.5.21 e a.5.22 nella a.5.20 si ha in definitiva I’equazione di Lagrange linearizzata
a.5.20)J,6 = —Mglé

la quale ¢ risolta da un moto sinusoidale.

A.5.2. Pendolo semplice con forza elastica.si consideri la barra del problema
precedentee si applichi al suo estremo B una forza elastica di centro C = (0, —21, 21) definita e di
costante elastica k. Si chiede il valore da attribuire a k affinché la configurazione 6 = 2m/3 sia di
equilibrio stabile.

In questo caso la sollecitazione attiva ¢ costituita dai pesi e dalla forza elastica, allora per la
componente lagrangiana della sollecitazione la definizione 20.3 porge

N axi M ayl aZl' axi ayN aZN

- e LS il B s S e

Qo Zm( 0 N9t ae>+ a0 * o T
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] d cos 6 dsin @ _ _
= —-Mglsin6 +fy21T+f22lT= —Mglsinf — f,2lsin 6 + f,2l cos 6

Bisogna ricavare le due componenti non nulle della forza elastica. Guardando la figura si ha

BC cosa = 21(1 —sin )

a.s. 21){
BC sina = 21(1 + cos 0)

Dunque le componenti della forza elastica si scrivono

f, = kBC cos a = 21k(1 — sin 6)

a.5.22){ —
fy = —BCsina = —21lk(1 + cos )

Sostituendo le a.5.22 nella espressione della componente della sollecitazione si ha
a.5.23) Qg = —Mglsin 0 + 41%k(sin 8 + cos 6)

Allora — per la 20.4— per il potenziale lagrangiano si ha

OU(G)

a.5.24)——= = Qy = —Mglsin0 + 41%k(sin 8 + cos 9)

Quindi integrando otteniamo

a.5.25)U(8) = Mglcos @ + 41%k(—cos 0 + sinf) + ¢

e il sistema risulta dunque conservativo in senso lagrangiano in base alla 20.4. Allora I’energia
potenziale del sistema si scrive

a.5.26)11(8) = —U(0) = —Mglcos @ — 41°k(—cos O +sinf) + ¢

In base al teorema del lavoro virtuale (condizione 22.1) le posizioni di equilibrio meccanico sono
tutte e sole quelle per le quali si annulla la a.5.23, ovvero quelle per cui

4lk
4lk-Mg

a527)tanf = —

Affinché si abbia equilibrio per 8 = 2m/3 — come richiesto dalla traccia — deve dunque risultare

MgV3

4lk
\/—_ @4”((\/——1) J\/[g\/— 0@k=m

4lk — Mg

che razionalizzando si scrive

J\/[g 3+\/—
8

a.5.28)k = —

In corrispondenza a questo valore della costante elastica I’energia potenziale a.5.26 si scrive
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a5291(0) = -UO) = —Mgl <c059 + 3+2—\/§(— cos 6 + sin 9)> +c

e le sue derivate sono

o11(6)

i 3+ 21'1(9)
———=-—-Mgl| —sinf +

962

V3
50 (sin @ + cos 8)

3+V3
Mgl <— cosf + (cos 8 — sin 9))

Quindi nella configurazione di equilibrio si ha

32“(2—”) 1 3+v31+43
—\3)_ _ - -
¥ TE Mgl (2 z z ) Mgl(1++/3)>0

Il segno della derivata seconda ci dice che la posizione ¢ di equilibrio stabile.
k

Per esprimere le equazioni di Lagrange nella forma 21.14 dobbiamo individuare 1’espressione
dell’energia cinetica. Si ha

a.530)T =33 202 = 23N 2 (0g)" =202 T e =267,

L 1 N
Per le derivate si ha

oT

a6~ 0
25314 = =0J,
d oT
30 = 6],

Sostituendo il tutto nella espressione 21.14 delle equazioni di Lagrange si ha
a.5.32) 6], = Qg

e considerando la a.5.23 si ha in definitiva I’equazione di Lagrange

a.5.33) 0], = —Mglsin 6 + 41?k(sin 6 + cos 6)

L’equazione linearizzata 23.18 — nell’intorno della configurazione di equilibrio stabileC® —si scrive
in questo caso

a%u

a.5.34) glee 6 = 562 | e

Si consideri poi che per la 20.12 si ha

0 0
a.5.35)g@) =Y. m; (—g‘i sin 9) . <—§i sin 9) =YV mgét=]J,
& cosf & cosf
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e che derivando il potenziale a.5.25 si trova

2 2
21.5.36)6L(m SO Mgl (— cos 6 + 3+2—\/§ (cos @ — sin 0)>

062 a6?
Sostituendo le a.5.35 e a.5.36 nella a.5.34 si ha in definitiva I’equazione di Lagrange linearizzata
a.5.37)J,0 = —Mgl(1 +3)8
la quale ¢ risolta da un moto sinusoidale.

A.5.3. Sistema articolato.Si consideri il sistema costituito dalle tre barre vincolate come in
figura. Le tre lunghezze siano di 2[ e le tre masse siano M.

Si chiede di

e determinare le configurazioni di equilibrio del sistema e la relativa stabilita;
e scrivere le equazioni di Lagrange del sistema;

Come coordinate lagrangiane si considerino le tre anomalie indicate in figura e si assumano per
tutte e tre positive le rotazioni antiorarie. Si introducano poi I’asse &, con origine in C; I’asse n
con origine in O; ’asse ¢ con origine in A. Vediamo ora I’espressione delle equazioni 19.11 per il
segmento CB:

x; = —lcosO + (& — 21) cos ¢4
a.5.38) yi=0 i=12,..,N
z; = lsinf — (& — 20) sin g,

Per il segmento BA si ha invece
X; =n;cos0

a.5.39) yi=0 i=N+1,N+2..2N
z; = —1n; Sin@
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Per il segmento AD si ha infine

x; = lcos@ + {;cos @,
a.5.40) yi=0 i=2N+12N+2,..,3N
z; = —lsin@ — {; sin g,

Restano cosi definite le posizioni dei 3N elementi in cui abbiamo scomposto il sistema; a ognuno
dei quali attribuiamo una massa m; = M /N.
La matrice in 19.16, essendo in questo caso n = 3, ha dimensioni 3n X 9Ne si scrive

a541)M = (M;|M,|Ms)

dove le tre sottomatrici sono date da

dx; 0y, 0z1 oxy Oyn O0zpn
dp; dp1 dp1 7 dp1 dp1 0y
dx, 0y, 0z; dxy Odyn Ozy
aSd2M =| — — — .. = — —
)My 90 98 90 a8 90 a6
dxy 0y, 0zq Oxy Oyn Ozy
dp; 0@z o, 7 0@z dpz A9
0xNy+1  OYN+1 OZN+1 Oxany  0yan  0Zan
01 091 091 BRI 091 01
Oxy+1  OYN+1 O0ZN+1 Oxan  0yan  0Zan
a543)M, =
)M, 20 20 20 a0 a0 20
Oxy+1  OYN+1 O0ZN+1 Oxan  0yan  0Zan
I a2 dp, 7 dpz B¢y B¢y
OxaN+1  O0YaN+1  0ZaN+1 Ox3y 0ysn 0zZzn
09, 09, 09, 09, 09, 09,
0x2N+1  O0YaN+1  0ZaN+1 Ox3y 0ysy 0Zzn
asS44)yM; =
) My a0 a0 a0 a0 a0 20
0x2N+1  O0YaN+1  0ZaN+1 Ox3y 0y3N aZSN/
03 03 03 03 03 Gop

Considerando la a.5.38 la a.5.42si scrive

[sin@ O Icos@ Isinf@ 0 lcosf

<(§1 —2l)singp; 0 —(&—2Dcose; .. (Ey—2Dsinp; 0 —(&y —20)cos g01>
a.5.45)
0 0 O 0 0 O

Considerando la a.5.39 la a.5.43 si scrive

0 0 O 0 0 O
a.5.46) —nyy1Sin@ 0 nyyqcos0 ... —1nyysinf@ 0 nyycosb
0 0 O 0 0 O

Considerando la a.5.40 la a.5.44 si scrive
0 0 O 0 0 O
a.5.47)< —Ilsin8 0 —lcos@ —Ilsin8 0 —lcos@ )
—(on+1Sin@,; 0 —Qyp1C08Q, ... —@ysing, 0 —(5ycos @,

In base alla 20.3 le componenti lagrangiane della sollecitazione si scrivono
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(Qp, = Bty (mug 525) + Z20 11 (09 325) + Eones (mig )
2548) Qo = TNy (mig ) + T8 11 (mig 52) + iona (mig 52)

12y, = 2, (mig ;—;) + X2 (mig ;%) + XN (mig ;—;)
In base poi alle 2.5.45, 2.5.46, 2.5.47 si ha

Qp, = — X1 (myg(&; — 21) cos ¢,)
a.5.48){ Qg = T (m;gl cos 0) + X2X, 1 (m;gm; cos 0) + X3,y 1 (mig(—Lcos )

Qp, = — XN +1(migd; cos @)
Si tenga poi presente che m; = M /N e con ulteriori rimaneggiamenti si ha
M
I{Qtpl = —ygcos 1 (XL, & — 2IN)

M
a.5.49) 4 Qo =", gcosO Xy, im;

M
L Qp, = — N YICosP; Z?ivzzvﬂ €

Si consideri ancora che

e dunque le a.5.50 si scrivono

Qyp, = Mglcos @,
a.5.50) Qe =0
Qyp, = —Mglcos ¢,

Allora — per la 20.4— per il potenziale lagrangiano si ha

( 0U(016.02) _ Qp, = Mgl cos ¢,

01
a5.51) 2AeL82) — Qg = 0
L auc
(P1’9'(P2) _ _
kT = Qp, = —Mglcos ¢,

Quindi integrando otteniamo

a.5.52) U(¢1,0, p3) = Mgl(sin ¢, — sin ¢;)

e il sistema risulta dunque conservativo in senso lagrangiano in base alla 20.4. Allora I’energia
potenziale del sistema si scrive
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a.5.53) (¢4, 0, 92) = —U(91,0, ;) = —Mgl(sin g, — sin@;)
e le sue derivate prime e seconde si scrivono

(071 Molsi
= Sin
a<012 g ¥1
0% a°m 0
(0NCp,0,02) _ 0 00100  060¢;
ag, IR o2m ot
) oM(p16.92) _ o )001002 99001
a0 9211
Al (4,0, p3) 902
(" ap, = Mglcose: o’ _ onm _
09,00 000¢p,
9211 Aalsi
= - Sin
L 8(,022 9 P2

Dunque le configurazioni di equilibrio, definite dalle derivate prime — o alternativamente dalle
a.5.50 secondo il teorema dei lavori virtuali — sono tutte e sole quelle indicate in tabella.

configurazione 0 H natura
di equilibrio $1 2 dell’equilibrio
e n 1 0
cs i > Mgl (o B 1) sella
¢ 2 i (2 bil
C, 5 Mg ( 0 1) stabile
qualunque
T -1 0 . .
C3 _ > M gl( 0 - 1) instabile
2 T -1 0
e —_—
Cs > Mgl ( 0 1) sella

Si vede che il valore di 6 ¢ indifferente all’equilibrio, dunque al fine della determinazione della
natura degli equilibri non deve essere e in definitiva si deve valutare 1’hessiano seguente:

9211 9211 \

_ 6(/)12 0109, _ sin ¢4 0
H‘k 9211 9211 )‘Mgl( 0 —sinfpz)

0900,  dg,”

N

Dunque I'unica configurazione di equilibrio stabile ¢ la C5, mentre la C§ ¢ configurazione di

equilibrio instabile.
&
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Per scrivere le equazioni di Lagrange nella forma 21.14 dobbiamo ricavare 1’espressione
dell’energia cinetica del sistema. In base alla 12.23 si hanno per i tre segmenti le energie cinetiche

1 1.
Iep = ngél +§‘Pf/
2.5.54){ Tpa = ;Mg + 0% =62
1 1.
k Jap = EMVcZ;Z +§‘P%f
Si osserva poi ancora che

g, = U + (18, X BG; = 68, X OB + 918, X BG; =

é; é, é; é1 é; é3 Olsin b —@lsin @,
= 0 0 0o |+ 0 1 0 = 0 + 0 =
—lcos8 0 Isin®@ —lcosgp; 0 —lsing, 91 cos 6 @1l cos @,

@, sing; —Osind . .
=1 0 = v2 = 12(¢,° + 6% + 29,0 cos(g, + 6))
(1 cos @, + 6 cos b

g, = Vg + 928, X AG, = 08, X OA + 0,8, X AG, =

é; é; é; é; é; é3 —0lsin6 —@,lsin @,
lcos@ 0 —Isin6 lcosp, 0 —lsing, —0lcosB —@2lcos @,

—@, sing, — 0'sin 6 ' '
= 0 = vcz;z = lz((pz2 + 62 + 2¢»,0 cos(p, — 9))
—@, cos @, — 0 cos 6
Sostituendo quanto trovato nelle a.5.54 si ha
1 . : . 1,
|{TCB = E]\/L‘lz((,ol2 + 62 + 2¢,6 cos(g, + 9)) + E(pf]
a.5.55)4 Toa =§Mu5 +§9’2] =§9‘2]
LTAD - %Mlz(q')zz + 602 + 2¢,0 cos(p, — 0)) + %(,b%]

e dunque I’energia cinetica totale si scrive
1 2(5 . 2 5. 2 8 A2 . . A
a.5.560)T = - Ml (E(pl +¢2" 0%+ 29,0 cos(gpq + 60) + 2¢,0 cos(p, — 0))

Le derivate della energia cinetica si scrivono

( T I ar12(=2¢. 0 si
ol = S Ml (—2¢10sin(p, + 0))
a.5.57)4 2 = 2 M12(—2¢, 6 sin(p, +8) — 2,0 sin(p; — )
T 1 o
\ — E]\/L”lz(—Z(pZG sin(g, — 6))
T 5. |,
30 = M2 (§<p1 + 0 cos(¢p, + 9))

a.5.58) < g—g = MI? (gé + ¢, cos(p, + 0) + ¢, cos(p, — 9))
oT 5 :
\ 30, = M2 (E(pz + 0 cos(¢p, — 9))
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Sostituendo le derivate a.5.57 e a.5.58nelle equazioni di Lagrange 21.14 si trova

g(ﬁl + 6 cos(p, + 0) — 6% sin(p, +6) = %cos 1

(
a.5.59) 4 29 + ¢4 cos(py + 8) + &, cos(p, — 0) — ¢, % sin(@; + 60) — ¢,% sin(p; —0) = 0
L o+ b cos(p, — 0) + 6% sin(p, — 6) = — L cos ¢,
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Appendice6. Sintesi di meccanica lagrangiana

CINEMATICA

Coordinate cartesiane

X1 (t), X3 (t)' X3 (t)' X4 (t), o XN (t)

19.22) y1(0),y2(), ¥3(£), y4(£), ..., yn (t)
z1(t), z5(t), z3(t), 24 (¢), ..., Zy (t)
Condizioni di vincolo
O1(X1, Y1, 215 X2, Y2, Z2; 3 Xy, YN, Zy) = 0
19.23) ®2 (X1, 1,215 X2, Y2, Z25 -3 X, YNy Zn) = 0

Ok (X1, V1,215 X2, Y2, Z25 w3 XN, YNs Zn) = 0

Vincoli indipendenti regolari e vincoli regolari

I vincoli sono indipendenti regolari se la matrice

Ox; 0dy, 0z Oxy
M(x1, 1,215 X2, Y2, 225 -3 XN, YN ZN) = ox; dy, 0z Oxy
ox; dy, 0z T Oxy

%,
ay,
%,
ayy
ayy

9
azN\
29, |
0zy

9%

0zy

ha rango k, cioe le sue righe sono L.I. Allora, per il teorema del Dini, il sistema 19.23 puo
essere esplicitato rispetto a k delle coordinate cartesiane, che risultano espresse in funzione
delle altre n = 3N — k. Si dice allora che il sistema ha n gradi di liberta, nel senso che sono
sufficienti n parametri scalari per definire la configurazione del sistema.
Se la matrice non ha nessuna riga nulla si dice che i vincoli sono regolari. Evidentemente
vincoli indipendenti regolari sono anche regolari. Queste condizioni devono valere per ogni
configurazione.

Coordinate lagrangiane

In un sistema con n gradi di liberta le 3N coordinate cartesiane sono esprimibili
in funzione di n sole di esse, attraverso I’esplicitazione del sistema 19.23. In
queste condizioni ¢ possibile definire n parametri geometrici q4,95,..,q, tali da

19.11) | individuare univocamente la configurazione del sistema.
OP = O_Pl)(ql,qz,...,qn) i=123,..,N
Velocita
—_— n —_
dOP(t 00P,dq,(t
19.12) B,(t) = (O _ 44k ® 1,2,3,..,N

dt~ Lidq, dt
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Accelerazioni

N d?0P(t) <o N [ 020P, dqy(t) dgp(t)) <O (9OP d?q,(t)
19.13) | @ =—72: _k_th(aqhaqk L >+;<6qk - ) i=123,..,N

Componenti lagrangiane dell’atto di moto

dq,(t) dq,(t)  dg,(t)

19.14) ) Ve,
dt dt dt
Componenti lagrangiane dello spostamento virtuale
0P, 00P, 00P,
0q, 9q; 94y
d0P,, 30P,, dOPy,
0q, a4, 04y
adopr,, 00P,, 00P,
51x
5, 0q, 04 94y
Y d0P,, 00P,, 0O0P,,
512
Sy 0q;  0q;  0qn | ¢
5 d0P,, 90P,, a0P,, |[°0
19.16) = 8q;
55, dq;  0q; 7 0qn
d0P,, 90P,, 80P,, | \94n
Onx dq;  9q;  0qn
(;Ny 00Py, O0OPy, O0OPy,
e dq;  9q;  9qn
0q, 04, 09y
0q 04, 04y

Vincoli indipendenti regolari

La condizione di indipendenza regolare si traduce nella condizione che la matrice della
19.16 abbia rango massimo, ovvero rango n.

DINAMICA

Lavoro virtuale

n

20.2) L, = Qk 64y
k=1

Componenti lagrangiane della sollecitazione

20.3) AESN Q0P | f 20y '
| %= L\ aq I aq, e,
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Conservativita in senso lagrangiano (definizione generalizzata)

20.4)

Una sollecitazione agente su un sistema con vincoli di posizione indipendenti
regolari risulta conservativa in senso lagrangiano (definizione generalizzata)
se

ou
AU = U(q4,92, 93, ---,q,) tale che ﬁ =Qr k=12,..n
k

La conservativita in senso lagrangiano implica quella secondo la definizione classica 12.4.

Sistema olonomo

Si definisce tale ogni sistema a vincoli tutti perfetti, ovvero tali per cui il lavoro
della relativa sollecitazione vincolare sia nulla per ogni sistema di spostamenti
virtuali. Si dimostra che un sistema ¢ olonomo se e solo se

20'5) N 00P; 00P; 00P;
Qk =( , fhx Lx) (Z fhy ly) (Z frz 12) =0, k=123..n
dove la v sta per vincolare.
Equazioni di Lagrange
n n n
dgn; 10gyx;\dq;(t) dgy(t) d?q;(t)
- = g ———— = k=123..
20.13) 22 <aqk 2dq, ) dt dt + [ 9k gz Qx n
j=1h=1 J=1
90P, aﬁi
20.12 . S Z .
) 9jk(@1 @z - qn) = ) M= 4 a
21.14) d oT 6.7'_ he 12
. dtaqh aqh = Qh = 1,4,..n
Per sollecitazioni conservative
21.16.b) d oT oT U Y 1o
Y = =1,z n
dtdqn, 0dqn 0qy
Energia cinetica
n n
L. 1 dqy(t) dq;(t)
21.2) T(q1, 92 - G5 41, 925 -+ Gn) =§Zz<gjk(q1, 2, -+ qn) It ét

k=1 j=1
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STATICA

Equilibrio meccanico (teorema del lavoro virtuale)

Condizione necessaria e sufficiente affinché una configurazione C°® sia di
equilibrio meccanico, ¢ che siano nulle tutte le componenti lagrangiane di
2.1) sollecitazione relative al}a cpnfigurazione C®, in corrispondenza di un atto di

moto nullo. Ovvero che risulti

0x(q1,95,-,95;0,0,...,0;t) =0,vt >0 k=12,..n

Equilibro stabile

La configurazione di equilibrio C¢ individuata dai valori q5,q5,...,qs delle variabili
lagrangiane, si dice di equilibrio stabile se presi comunque piccoli due numeri reali positivi
&1, & allora esistono due numeri reali positivi 5, §, tali che, se risulta

allora segue che

vt>0

dove si intende che le funzioni G, (t), k = 1,2,...n sono la soluzione delle equazioni di
Lagrange in corrispondenza della configurazione iniziale individuata dalle coordinate
Lagrangiane §;, §o, ... §,, e dall’atto di moto dato da ¢y, qy, ... 4y, -

Teorema di Dirichlet

Data una sollecitazione conservativa in senso lagrangiano, allora ogni n-plagy, g, ... 4, in
corrispondenza della quale si realizza un minimo relativo proprio per I’energia potenziale I1
del sistema', individua una configurazione di equilibrio stabile.

! Anche nella meccanica lagrangiana si definisce energia potenziale I’opposto del potenziale lagrangiano U, definito in
20.4, in analogia con quanto visto in 11.11 per la trattazione generale.
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LINEARIZZAZIONE

Premessa

Si assuma ora che sia C, una configurazione di equilibrio stabile e che sia 1’origine delle

coordinate lagrangiane, ovvero che sia
23.6) C, = (0,0, ...,0)
e assumiamo inoltre nullo il potenziale lagrangiano in C,

23.7) U(0,0,..,00=0

posizione che puo sempre essere fatta, essendo il potenziale definito a meno di una costante

additiva arbitraria.

Energia cinetica linearizzata

(‘glllco ng|CO gln|CO q
1
. ) 1. . . gzl gzzl gzl ]
2317 | T (GG ) =5 G2 - Gn)| T T w2
nl Co n2 Co gnn Co
Potenziale linearizzato
0%u 0%u 0tU
09,001, 0910z, 04104n],,
1 0%u 0%u 0tU q1
23.16) U (1 Gz @) =5 (01 Gz Gn) 0920q1];, 092092, 0420n|,, 2
an
0%U 0%U 02U
04n0q1|,, 09n042|, 04n04x |,
Equazioni di Lagrange linearizzate
0tU 0tU 0%u
09:0q1|, 091092, 09,04n]
911:60 912:c0 gln:CO ‘h 92U 92U 92U q
23.18) | | 9o gzl Jmia |4 )= | 9q,0q,|,  992042],, 04,94n|,, | %
\gnllco gnZlCO gnnlc‘O/ n 62U aZU aZU n
09n041]; 04942, 09n04x |,
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Ricerca delle soluzioni delle 23.18

Si impone che la matrice del sistema lineare seguente abbia determinante nullo ottenendo n

valori per w?.

23.48)

n
Qk:z

=1

sostituiscono i valori ottenuti nelle funzioni

Birisin(wit +¢@;)) k=12,..n

Dove gli sfasamenti ¢; vanno calcolati in funzione delle c.i.

, U , 0% , 0%
<g11|c0wi + 99,04, CO) (912|cowi + 99,04, CO) (glnlcowi + 94,09, CO)

5 aZU 5 aZU 5 2 Bli
<gz1|c0wi + 94,00 CO) <922|c0wi + 94,04, CO) (92n|c0wz + 94,00, CO) BZl -0

Bni

, 0w , 9% , 9%
<gn1|C0wi + 34,04, CO) <gn2|C0wi + 99,00, CO) <gnn|C0wi + 3,04, CO)

Per ciascuno di essi si risolve il sistema lineare in By;, By, ...,By; € si
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Appendice7. Geometria delle masse

A.7.1.Introduzione.si descrivono qui tre enti matematici utili alla descrizione della forma di
un corpo e della distribuzione della sua massa. Essi sono

®* momenti statici (0 momenti del primo ordine)
e centro di massa
e momenti di inerzia (o momenti del secondo ordine)

Per I’esatto significato fisico di queste entita si rimanda ad altre sezioni del testo.

A.7.2. Centro di massa.Consideriamo un sistema di n punti materiali, distribuiti nello
spazio, aventi rispettivamente le masselml,mz, ., My, essendo (x;,y;,2;) la posizione dell’i-
mopunto materiale rispetto a un fissato sistema di riferimento cartesiano RC(0; x,y, z). Definisco
centro di massa ( o baricentro o centro di gravita) del sistema il punto G di coordinate

a7 1) Xy = Z?=1mixi — Z?=1 miyi — Z?=1mizi
o G M G M G M

essendo M = Y, m;x; la massa totale del sistema. Nel caso di una distribuzione continua di
massa la A.7.1 si scrive

JIf g xp(x,y,2)dxdydz I g yp ey, 2)dxdydz Il g zp(x,y,z)dxdydz
a.7.2) X = £ Y: Ve = £ o Zg = £ Y:

essendo p(x,y,z) la densita di massa del corpo nel punto (x,y,z) e Q il dominio occupato dal
COrpo Stesso.

A.7.3. Momenti statici.Dalle distribuzioni spaziali di massa passiamo a una distribuzione
di massa nel piano. Sia r una retta non orientata del pianor e sia y una retta orientata, sempre di 7,
ad essa ortogonale.

y
Allora definisco momento statico del sistema di masse rispetto alla retta r la quantita

a7.3) S, &Y, my;

Si tenga presente che si parla di momenti statici anche nel caso in cui si abbia a che fare con volumi o con aree,
piuttosto che con masse. La definizione ¢ la stessa, naturalmente cambiano le dimensioni del momento statico stesso.
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Se la distribuzione delle masse € continua il momento statico a.7.3 si scrive

a74) S, = fffﬂ yp(x,y,z)dxdydz

Se introduciamo nel piano 7 un sistema di riferimento RC(0;x,y) allora possiamo calcolare il
momento statico del sistema di masse rispetto 1’asse x, usando 1’asse y per calcolare le distanze;
analogamente possiamo calcolare il momento statico del sistema di masse rispetto 1’asse y, usando
I’asse x per calcolare le distanze. Abbiamo dunque 1 momenti statici

S = 7.7'_ m:v;:
a7.5) {S’“ B Z;;lmfﬁ :
y T &i=1"M1M

Ricordando allora la definizione A.7.1 di centro di massa, nel piano si trova il seguente legame tra
momenti statici e centro di massa

oS
a.7.6) ¢ »
Yo = ”

A.7.4. Proprieta di ubicazione del centro di massa.Ecco delle regole che
permettono in alcuni casi di determinare la posizione del centro di

massa senza dover effettuare il calcolo indicato in a.7.1 o a.7.2. my
1) 11 baricentro di due elementi materiali si trova sul segmento d
che 1li congiunge. Con riferimento alla figura sussiste la
seguente relazione: da G
m;
m; d
m, d,

2) Se si divide un corpo in n parti di massa my, m, ...my,
aventi rispettivamente i centri di massa Gy, G ... Gy,
allora il baricentro del corpo coincide con il baricentro
dello schema particellare che si ottiene concentrando la
massa m; nel punto G;.

3) Se un corpo si trova tutto su una retta, allora il suo
baricentro si trova su quella retta.

4) Se un corpo si trova tutto su un piano, allora il suo
baricentro si trova su quel piano.

5) In presenza di un asse di simmetria, il baricentro si trova su tale asse; in presenza di un piano di
simmetria, il baricentro si trova su tale piano.

6) Se la frontiera di un corpo ¢ una figura convessa (cio¢ ‘bombata’) allora il baricentro cade
dentro la frontiera stessa.
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7) Se 1 punti di un corpo subiscono spostamenti tutti paralleli a una retta, allora la distanza del
baricentro da tale retta non muta; stesso discorso nel caso di spostamenti tutti paralleli a un
piano.

8) Se un corpo con densita costante p presenta una cavita

¢ i calcola prima il baricentro del corpo pensato senza cavita;

e i calcola il baricentro di un corpo avente la forma della cavita e densita —p;

e si calcola il baricentro del sistema particellare costituito dalle due masse (di cui una
negativa) concentrate nei rispettivi baricentri.

Alcuni baricentri
arco di circonferenza

=]

Rsinf, G

Triangolo

Il baricentro coincide con 1’inter-
sezione delle mediane e dista da
ciascuna base 1/3 della rispettiva
altezza.
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settore circolare

Il baricentro coincide con quello
dell’arco di circonferenza avente
stessa ampiezza e raggio pari a
due terzi di quello del segmento
circolare stesso.

_ 2Rsinb,
X6 = 3g,
A = 00R2

2 ..
Sy =§R sin@,

segmento circolare

2R sin3 ¢
xG = " \
3(¢ — sin @ cos @) / | R
P2« G /
A = R*(¢p — sin ¢ cos @) X . .
2
S, = §R3sin3<p \
y
cerchio con foro circolare
2R R
N § & :

prismi e cilindri

Il baricentro si trova sul punto medio del segmento che unisce i baricentri delle basi.

piramidi e coni

Il baricentro coincide con quello della sezione ottenuta con un piano parallelo alla base e
distante da essa Y dell’altezza
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A.7.5. Momento di inerzia e raggio di girazione rispetto a una

retta.Dato un corpo occupante un dominio Qe una retta non orientata r, diciamo momento di
inerzia del corpo rispetto a r I’integrale

a17) J. 2 fffnp(x, y,2)8%(x,y,z)dxdydz

dove p =p(x,y,z) ¢ la funzione che descrive la
densita del corpo e § = §(x,y,z) & la funzione che
indica la distanza del punto (x,y,z) dar.

In base al teorema della media integrale esiste un
valore p, assunto da 6 = 6(x,y, z) tale per cui

a.7.8) J, = Mp,?

essendo M = [[[ o P(x,y,2)dxdydz la massa complessiva del corpo. Il valore p, prende il nome
di raggio di girazione del corpo rispetto alla retta r.

A.7.6. Momento di inerzia rispetto ad assi concorrenti in un medesimo

punto.Sia r la generica retta solidale al corpo rigido e passante per (. Fissato il sistema di
riferimento RT'(Q; €, ¢)solidale al corpo rigido, siano a!, B!, y! i coseni direttori di 7 rispetto,
nell’ordine, agli assi &, 7, ¢!. Si dimostra allora che

2 2 2
a7.9) Jr=Jaal” +J B +Jav"" = 2] apal Bl = 2/ qpaly! = 27,118y
dove si & posto

Tty 2 [l o p(€1 1), ¢ EMdE dn'd!
a.7.10)4 Jeig1 2 [ p(€111,¢)E 1T dENdnldg
Jeig 2 I o p(&h 0%, ¢l ¢l dnldg]

L’integrale | glyl € definito prodotto d’inerziadel corpo rispetto

agli assi &él,nl e analogamente si definiscono gli altri due
integrali. Per definire i coseni direttori a',ﬁ',y' € necessario
attribuire un verso a r; tuttavia ¢ facile rilevare che J, non
dipende da tale verso: se infatti si cambia verso a 7, nessuno degli

addendi cambia di segno.

Per dimostrare la a.7.8 si parte dalla definizione a.7.7, che con questo sistema di riferimento si
scrive

a7.10) = [[f o (&0, ¢)82(¢ 7!, ¢1)dg dnlag]

e si osserva che, aiutandoci con la figura,risulta 5(€ |,r]|,( |) = |W|, essendo P il punto di
coordinate (€ Lnl,¢ |) e Q la proiezione del punto P su r. D’altra parte vale la relazione vettoriale
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A7.12) QP +PQ =00 = PQ = Q0 — QP

In questa equazione il vettore QP ¢ completamente noto e da esso ¢ possibile ricavare anche il
vettore Q. Si ha infatti che

al a! él al al al
Q—d: m)) lgl lgl = 77' . ﬁl '3| — (f|a|+n|ﬁ|+(|y|) ﬁl
vl ) \y! ¢/ \rl) ) \y y!

Sostituendo quanto ottenuto nella A.7.12abbiamo

o ¢ (&lal +nlp! + ¢ly)al — &l
PG = (&lal+718' + YN[ B |- [0 | = | (E'a! + 98l + Yl =7 | =
y! g (ela +nlgl+ ¢yDy! = ¢!
= 52(¢,9,¢) = |p—Q’|2 = (&lal +7lp! + ¢|},|)20(|2 + &% —2(8lal +nlpl + JlyDalé! +

+(&lal +nlp! + g|y|)2[g|2 +ql% - 2(¢la! + 4Bl + YDl +

+(&la! +nlp! + ;|),|)2],|2 +¢1% - 2(¢lal + B!+ ¢lyylgl =

= (&la! +nIp! + ;|),|)2 (a|2 +81% + y|2) n (g|2 +l° + ;|2) _

—2(&lal +nlp! + Jly)(alél + plgl +y1g)

Si osservi ora che nel primo addendo compare, come secondo termine, il modulo del versore di 7,
che dunque pari a uno. Dunque, sommando poi il primo e il terzo addendo, abbiamo

8§2(&,91,¢) = (5|2 ++ ¢|2) — (la! +nlp! + gy’ =
=& 4?4017 = %ql? — 1?12 — 01317 —2¢lglylgl — 28lalglyl — 2piglcly! =
= ¢l? ([;F + y|2) +!° (a|2 + y|2) +¢? (a|2 + [;|2) —2¢lalnlgl — 2&lalgly! — 24B1gly! =
—al? (,,|2 + g|2) + g’ (§|2 + g|2) +yl? (g|2 + 77|2) —2&lplal gl — 2¢1¢laly! — 2417181y !

Sostituendo quanto ottenuto nella A.7.11 abbiamo
Jr = [If p(&ln,¢") (n* + %) délantdg! + p1° ] p(gn',¢1) (§1° +¢1°) délanldg! +
Q Q
+r1* [ p(&Ln1,¢1) (87 +n'°) déldnldg! — 24181 [ff p(&1,n',¢)elnldg dn'dg! -
Q Q
—2aly! fgf p(¢n!,¢N)¢l¢ldgldnldg! — 211! fgf p(¢n!,¢Nnl¢ldgldnldd!
Tenendo presente le definizioni A.7.10 e A.7.11 abbiamo la tesi.

A.7.6. Teorema di Huyghens.Sia r la generica retta solidale al corpo e 1 la retta a essa
parallela passante per il centro di massa. Allora se d ¢ la distanza fra le due rette e M ¢ la massa
complessiva del corpo, risulta

A7.12) Jr = Jyp + Md?
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Per dimostrare questa proprieta indichiamo P il generico punto del corpo, Q la sua proiezione su 7
e R quella su r. Poiché i tre punti P,Q,R si trovano sullo stesso piano e questo ¢ ortogonale a
entrambe le rette, segue che R ¢ anche la proiezione di Q su r, e dunque QR = d. Ma consideriamo
il triangolo QRP: per il teorema del coseno abbiamo
PR? = PQ? + QR? — 2PQQR cos RQP
= PQ? + QR* — 2QP - OR
= PQ? + QR* — 2QP - QR
Considerando allora che

Jr = f!flf p(P)PR?dV

abbiamo

Jr = {l] p(P)(PQ? + QR* — 20F - QR)dV =
= fgf p(P)PQ2dV + d? fgf p(P)dV — 2QR - fg p(P)QPdV

Si osservi che il vettore Q—R) puo essere portato fuori dall’operatore integrale, nel terzo addendo,
perché in realta non varia al variare di P. Ricordando le definizioniA.7.7 e A.7.2 abbiamo allora

Jy = Jrg +d?*M — 2QR - QG
Ma essendo ﬁ 1 E si ha la tesi.

A.7.7. Ellissoide di inerzia. Sia Q un punto qualunque dello spazio solidale al corpo
rigido; sia r la generica retta passante per () e solidale al corpo rigido; sia A il punto generico della
retta . Data allora un’arbitraria costante positiva y, definisco ellissoide d’inerzia del corpo rispetto
al punto (il luogo2 dei punti A che soddisfano la condizione

a.7.13) |QA| = \/]Z

Fissando un sistema di riferimento RT!(Q; &1, 7!, 1) & possibile scrivere la A.7.13 nella forma

2 2 2
a7.14) Ja&!" + ' + 141" = 2] 8! = 2108180 = 2] 1.mI¢! = x
ovvero nella forma

Jeoo o et —Jeig\ /¢!
a7.15) (&l N ey Ty i 0! | =x
—Jegt Ty T g!

* Si deve pensare che la retta r ruota attorno al punto Q mentre il punto A & libero di scorrere su di essa; al variare
dell’orientamento spaziale di r poi variera il valore di J,.
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Questa superficie risulta essere effettivamente un ellissoide centrato in {1 e con assi, in generale,
non coincidenti con quelli del sistema di riferimento, che per altro ¢ stato orientato in modo
arbitrario.

Seguono i passaggi che permettono di ottenere la A.7.14 dalla A.7.13. Posto A = (f Lnl,¢ |) e
ricordando la A.7.9,abbiamo

a.7.16 J 24+ 0% = X
)t +e Ja@ 41, B+ =2) g @lB1-2] alyl=2] 1 BY!
Si consideri ora che, detto 7 il versore della retta r, risulta
¢’
— A 2 2 2 2
€|=QA-r=|QA|a|=\/§| +n? + el = ol = >
&% +pl* +¢
Analogamente si ha
|2 |2
ﬁlzz n |2= (

g|2 +77'2 + g|2 4 g|2 +77'2 + g|2

Sostituendo queste tre relazioni nella A.7.16 abbiamo

f|2 +TI|2+(|2
Ja& + Iyt + Ja¢1” = 2] i€l — 2] 1811 = 2],10mE]

J€'2+n'2+('2 = |x

Semplificando e elevando al quadrato otteniamo la A.7.14.

A.7.8. Assi principali e assi centrali di inerzia. Sia Q il generico punto solidale al
corpo. Allora si pongono le seguenti definizioni.

Asse principale di inerzia ognuno degli assi di simmetria dell’ellissoide di inerzia
relativo al punto Q con centro nel punto ()

Piano principale di inerzia ognuno dei piani individuati da due degli assi principali di
relativo al punto Q inerzia relativi al punto ()

ogni terna cartesiana ortogonale che sia centrata in () e
che abbia gli assi sovrapposti a tre degli assi’ di simmetria
dell’ellissoide relativo al punto (); in questo teso le terne
principali di inerzia sono indicate
RF(Q; f; n, () = RF(Q’ élf éZ' é3)

Terna principale di inerzia
relativa al punto Q

Un ellissoide ha sempre almeno tre assi di simmetria: se i tre semiassi sono diversi fra loro, gli assi di simmetria sono
solo tre; se ve ne sono due uguali, allora gli assi di simmetria sono infiniti a uno; se sono tutti e tre uguali, allora gli assi
di simmetria sono infiniti a due.
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Momento principale di ogni momento di inerzia del corpo che sia calcolato
inerzia relativo al punto Q rispetto a un asse principale di inerzia relativo al punto Q

Se in particolare il punto () coincide con il baricentro G del corpo, allora si fanno le definizioni
seguenti.

Ellissoide centrale di inerzia ¢ I’ellissoide di inerzia relativo al baricentro

ognuno degli assi di simmetria dell’ellissoide centrale di

Asse centrale di inerzia . .
inerzia

ogni piano passante per il baricentro che contenga almeno

Piano centrale di inerzia ) A )
due assi centrali di inerzia

ogni terna cartesiana ortogonale avente centro nel
baricentro e assi sovrapposti a tre assi centrali di inerzia;
in questo testo ci riferiamo alla terna centrale di inerzia
con la simbologia RT'(G;&,n,{) = RT(G; &, &, €3)

Terna centrale di inerzia

ogni momento di inerzia che sia calcolato rispetto a un

Momento centrale di inerzia .. )
asse centrale di inerzia

E possibile dimostrare (ma per questo rimando al manoscritto di Meccanica Razionale) le seguenti
due proposizioni:

Un asse centrale di inerzia ¢ anche asse principale rispetto a ogni suo punto

Un piano centrale di inerzia ¢ anche piano principale di inerzia rispetto a ogni suo punto

A.7.9. Ricerca degli assi principali di inerzia: metodo matematico. Dato
il generico sistema di riferimento RF'(Q; & |,77|, ¢ |) = RF'(Q; éi, élz, é3), I’ellissoide di inerzia cen-
trato in (), come abbiamo visto ha equazione

Jao —Jey —Jeg\ /&
a71n) (& gt D Tay Ty T {0 =x
—Jelgt Tt T g!
Stante allora la definizione di terna principale di inerzia, segue che la seconda terna R['(Q; ¢,n,{) =

= RI'(G; &, €, €3) € terna principale se e solo se rispetto a essa 1’equazione dell’ellissoide di inerzia
si riconduce alla forma canonica
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Je 0 O\ g
a718)¢& n OO0 5 O <Tl> =x
0 0 J;
La ricerca degli assi principali dunque non ¢ altro che la ricerca di quegli assi di riferimento rispetto
ai quali
Richiamo allora alcune nozioni di algebra lineare. Sia A un punto dell’ellissoide le cui coordinate

rispetto a RT siano date dal vettore colonnaX, mentre quelle rispetto a RT'! siano date dal vettore Y.
Ma il punto ¢ lo stesso, dunque deve risultare

(&1 & &)X=(& & &)y

Se ora indico P la matrice 3x3 le cui colonne sono le coordinate dei versori di RT! rispetto a quelli
di RT, posso anche scrivere

2719 (& & &P=(8 & d)o @ & & =(e & e)pT
e dunque, sostituendo questa in quella precedente, si ha
(él é\z §3)X = (é\l é\z ég)PY = (él é\z ég)(X - PY) == 0

Poiché i versori di un sistema di riferimento ortogonale sono L.I. la equazione indicata ¢ soddisfatta
se e solo se (X — PY) = Oovvero se € solo se

a7200X =PY & PTX =Y

Nelle a.7.20 e a.7.19 si ¢ tenuto conto che la matrice P, in quanto matrice di passaggio di base fra
due basi ortogonali, ¢ tale per cui la trasposta coincide con I’inversa.

Vediamo allora come si esprime la equazione a.7.17quando si effettua un cambio del sistema di
riferimento.

Jao —Japg —Jeq Jao Ty el
YT ~Jey Ty Ty |Y=x = PTX)T| ey T Ty |PTX =y &
ezt Tt T —Jelgt —Jpizt o Jol

< XTPMPTX =y
avendo indicato M la matrice dei momenti di inerzia. D’altra parte questa stessa equazione si scrive
anche XTMX = X, dove M & la matrice dei momenti di inerzia calcolati rispetto ai nuovi assi di
riferimento. Confrontando le due equazioni dell’ellissoide abbiamoX”PMPTX = XTMX da cui
XTPMPTX — X"TMX = 0 & (XTPMPT —X"TM)X = 0
Dovendo questa relazione valere comunque si scelga X, deve essere necessariamente
XTPMPT — X™M = 0 < XT(PMPT — M) =0

e ragionando come sopra si conclude che
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a.7.21) PMPT = M < M = PTMP

Ora diciamo che la matrice M sia una la matrice diagonale della A.7.18. Allora si ha

JePy JePy
M =PTMP = PT| JyP2 | =(pt p2 p3)|JyP2 |=(J:P'Py J,P?P, ];P3P;)
J¢P3 J¢Ps

dove si & indicato con P! la prima colonna di P,con P; la prima riga, e cosi via. Moltiplicando ora a
destra per P! si ha

MP! = J.P'P,P' + ], P?P,P' + ] P3P;P!
Ma in una matrice ortogonale la trasposta coincide con I’inversa e dunque si ha
MP! = J-P?

Analogamente si ricavano le relazioni MP? = J, P> e MP* = J.P>. Tutto questo per concludere che
per avere il sistema di riferimento rispetto al quale 1’ellissoide ha equazione nella forma canonica
a.7.18, ovvero per avere un sistema di riferimento con assi sovrapposti agli assi principali di inerzia,
dobbiamo cercare quegli assi i cui vettori direttori abbiano coordinate Y, rispetto al sistema di
riferimento di partenza, tali per cui

a722)MY =AY & (M — ADY = 0

Se Y soddisfa questa relazione allora il vettore coordinate di un vettore direttore di un asse
principale di inerzia il cui momento di inerzia relativo ¢ A. Ma il sistema lineare a.7.22 ¢ omogeneo,
dunque affinché vi sia almeno una soluzione oltre quella nulla, si deve richiedere che il
determinante della matrice dei coefficienti sia nullo. In conclusione la ricerca degli assi principali di
inerzia si riconduce alla soluzione della equazione di terzo grado in A

a.7.23)det(M — AI) =0
le cui soluzioni sono i momenti principali di inerzia, che sostituiti nel sistema lineare a.7.22

forniscono 1 vettori direttori delle relative direzioni principali di inerzia.Riepilogo il procedimento
nella tabella seguente.
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Ricerca degli assi centrali di inerzia
e dei relativi momenti di inerzia

Si risolve I’equazione
det(M —AI) =0

di terzo grado in A, dove M ¢ la matrice

prima fase

Jao e —Jegl
M=|~Jety Ty Tyl
e Ty T
essendo RT'! (Q; &hnl ¢ |) il sistema di riferimento di partenza.
Le soluzioni della prima fase sono i momenti principali di inerzia
che sostituiti nel sistema lineare
seconda fase (M—-ADY =0

permettono di ricavare le coordinate, rispetto RT! (Q; & I n', ¢ |), dei
vettori direttori dei relativi assi principali di inerzia.

A.7.10. Ricerca degli assi principali di inerzia: metodo semplificato. se
conosciamo gia una direzione principale di inerzia (e dunque un piano principale di inerzia), come
succede ad esempio nel caso di figure piane, le quali giacciono su un loro piano centrale di inerzia,
conviene disporre il sistema di riferimento RF'(Q; & I n', ¢ |) in modo che un asse, diciamo 1’asse I
sia gia sovrapposto all’asse principale noto.

Si fissi dunque 1’anomalia 8 (angolo con verso positivo assegnato) con il verso positivo indicato in
figura. Allora il momento di inerzia rispetto all’asse r risulta dato, in base alla a.7.9, da

I, =]5|a|2 +]n"8|2 — 2]E|n|a|ﬁ| = J¢1 cos? 0 + ], sin® 6 — 2], cos 6 sin §
ovvero da
a.7.24) ], =J¢ cos? 6 + 1 sin? 0 — Jglyi Sin 26
Per ricavare le direzioni principali del piano &5l (che possono esse o due, o infinite) & sufficiente,

se si pensa alla forma dell’ellissoide, cercare i punti estremali della funzione trigonometrica
ottenuta, cio¢ i valori di @per i quali si annulla la derivata. Si ha

dj,(6) . .
10 = —]f|2 cosfsinf +]n'2 sin @ cos 6 _]f'n'z cos 26 =

= (—]gl +]n|)sin 20 — Jgip12cos26 =0
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A questo punto escludendo il caso in cui sia
Ja =y e —Ja+]=0 (nel quale, J!
considerando che [I’ellissoide ha allora due
semiassi uguali, segue che tutte le direzioni del
piano sono principali), si trova I’equazione

2] elyl
A.7.25) tan 20 = ———
Tyl =T gl
la quale fornisce due direzioni ortogonali (visto Q nl

che il periodo della funzione tangente ¢ pari a un
angolo piatto), come ci si aspetta. Sostituendo poi

questi due valori dell’anomalia nella A.7.24 si
ottengono 1 relativi momenti di inerzia. Riassumo ¢l
in questa tabella.

Ricerca degli assi centrali di inerzia
e dei relativi momenti di inerzia
nota una direzione principale

Orientiamo il sistema di riferimento RT!(Q; l,7l,¢!) in modo che I’asse ¢! sia
sovrapposto alla direzione principale nota

2 Si introduce I’anomalia 6 con verso positivo che da ! va a 5! (ad esempio)

Se J,1 =Je ogni valore di 8 individua una direzione principale (caso
dell’ellissoide rotondo)

Se Iyt # ] le due soluzioni 84, 8, della equazione

2]l
tan 20 = i 1/
]7]| _]f|

forniscono le due direzioni principali di inerzia (ortogonali fra loro)

Sostituendo 64, 8, nella equazione

5 Jr =g cos? 6 + sin? 6 — J¢lyi Sin 26

si ricavano i momenti principali relativi alle due direzioni principali trovate.

A.7.11. Ricerca degli assi principali di inerzia: criteri geometrici. E
possibile semplificare la ricerca degli assi principali di inerzia utilizzando, se possibile, le seguenti
proprieta legate alla geometria del corpo, per la cui dimostrazione si rimanda al Bordoni.
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Se un corpo possiede un piano di simmetria ortogonale, allora tale piano ¢ piano centrale
di inerzia e dunque ¢ anche piano principale di inerzia rispetto ad ogni suo punto.
La retta ortogonale a tale piano e passante per il baricentro ¢ asse centrale di inerzia e
dunque ¢ anche asse principale di inerzia rispetto a ogni suo punto.

Se un corpo possiede due piani di simmetria ortogonale, allora la loro intersezione ¢ asse
centrale di inerzia e dunque anche asse principale di inerzia rispetto a ogni suo punto.

Nel caso di figura piana il piano della stessa ¢ piano centrale di inerzia. Inoltre si ha
] = ] gl +] 7l

dove si intende che I’asse ¢! & quello ortogonale al piano della figura.

Nel caso di una figura piana [tridimensionale] il momento di inerzia rispetto a un asse a non
cambia se si divide la figura in strisce [fette] parallele a 7, e le si trasla parallelamente ad 7.

Nel caso di una figura piana se si moltiplicano le strisce di cui sopra tutte per il medesimo
fattore, il momento di inerzia rispetto a 7 risulta moltiplicato per lo stesso fattore.

Seguono i momenti di inerzia di alcune figure geometriche e di alcuni solidi. Si osservi che questi
enti sono privi di massa e dunque, nelle applicazioni pratiche, questi momenti di inerzia andranno
moltiplicati per la densita di massa del corpo (questa operazione ¢ legittima solo nel caso in cui si
abbia densita di massa costante).

Alcuni momenti di inerzia

segmento

e oo @
et T = .
% J§ ) Ju. J% -

y | = 2 [a% p®)

2 J“‘; 42, I\ J )

\ o | :_ij(%ur‘lsﬁ}%fd%
Ya. T 2 "
s 3
o
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arco di circonferenza

quadrato
i § & R B L o _
| =] = & & = & ¢ doMe 5§ € ovie il
Ulf o r# |I;(\‘/ ol o S =
- L _ ;
f;ﬁsa’f:@! e
: 2“ 9\/ 2, i
J = & e & ©
S e =g
parallelogramma
_e‘ i ¥

I
3%
h
3=
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5
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J = he AF = Al oF
S z Wk
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triangolo

Jo =
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ellisse

- | = TTabkb*=Tab o
4 Jg 2 \F
T T T h“ﬂ""\.\
= c ) é .......... fr — Hﬁ,b{?l":‘”é‘\bﬂf
(r‘/ “".la—’f_ = z J"‘E/ ‘2‘?‘ uplﬁ‘t
\MH_—__ _,..__.....-\-—-“"",d "
L Js = dg T I

settore circolare

o
Jx = y (6y + sin B, cos ;)
r4
jZ = ?80
r4
, 3 Jy = ”y (6, — sin B, cos B,)
¢ oot _ 4r*sin? @,
je = Z(HO + sin 8, cos 6,) — o9,
“ oot 0 4r*sin? @,
Je=5 % 96,
cerchio con foro circolare
_ 29 MR
Je=35
5 2
Jy =7 MR
- ’?J = 37MR2
Je=1g
37 +8cos b )
Ja=—F——MR
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segmento circolare

]E =Jx
T B 4 sinbq
* Jn=ly =g @ — sing cos @
Pk B 4rt sin®q
// Je=J2—g @ — sing cos ¢
£ 4
3 T 2
,_r""f ydhd Jx =Z(<p—§sin3¢) cos ¢ — sing COS(p)
~. R 4
""h._“ e i r
Ao ) Iy = vy (¢ — 2sing cos® @ + sing cos @)
4
r
Iz = Z(B(p + 2sin3 cos ¢ — 3sing cos @)

parallelepipedo retto

= @b bre?’
5 42,

E = L’ < _.aﬂ.h_té_"
Yn 42
o Tu

P
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N
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cilindro circolare
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P
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P 3 \& W) Y%
N P | ‘%
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palla e sfera
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cono circolare
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