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Dinamica dell’elemento
1. Il quesito. La massa M = 1kg é soggetta alla forza descritta dalla funzione vettoriale
1.1)  F(t) = (At3 + Bt2 + Ct)e, y

con condizioni iniziali definite da

x(t=0)=x(t=0)=0 M @ 5 _F
1.2) yt=0)=yt=0)=0 X
zt=0)=2(t=0)=0 Z

nel sistema di riferimento indicato in figura. Si chiede

e di trovare le funzioni cinematiche dell’elemento: spazio, velocita, accelerazione e quantita di
moto;

e diricavare la funzione energia cinetica;

e di calcolare il valore delle funzioni richieste, nonché della forza ﬁ(t), in corrispondenza
degli istanti t; = 3s,t, = 6s,t; = 8s;

se i coefficienti della espressione 1.1 sono dati da

A=—1Ns"3
1.3) B =10 Ns~2
C = —20Ns71

In particolare la soluzione deve essere fornita secondo i seguenti metodi

e metodo analitico;
e integrazione numerica con metodo di Bezout;
e integrazione numerica con metodo di Cavalieri-Simpson.

Si richiede altresi di valutare, per ciascuna funzione calcolata con metodo numerico, 1’errore
commesso rispetto alla soluzione esatta.

2. Soluzione esatta. 1l sistema differenziale da risolvere & il seguente

Mi(t) =F & Mi(t) = At® + Bt? + Ct
21) Mj@t)=F &, & Mj(t) =0
M) = F - Mz(t) =0

>

>

3

con le condizioni iniziali 1.2. Integrando una volta si ha

M\ 4

y() =y(t=0)
L #(t) = 2(t = 0)

f 4 3 2
x(t) = i(‘£+’%+%+x(t = 0)>
2.2)



e integrando ancora abbiamo

2.3)

\

y@®) =ty(t=0)+y(t=0)
z(t) =tz(t=0)+y(t =0)

_ 1 [At® | Bt* | ctd s _
x(t)—E<E+E+T+tx(t—0)+x(t—0)>

Imponendo le condizioni iniziali abbiamo allora che lo spazio, la velocita, la quantita di moto,
I’accelerazione e I’energia cinetica sono date rispettivamente da

1 (At5

Bt* = ct3
+—+ —)
12 6

24) 3@ =("""
0
i(ﬂ Bt C_tz)
25) w@wy={""" ;0 °
0
4 3 2
R
26) G(t) =Ms = 0
0
) ]\%(At3 + Bt? + Ct)
0
_Lapp? = L (A BE L o
2.8) E(t)_sz _ZM(4 + 3 2)

Per gli istanti richiesti -considerando i coefficienti in 1.3- il programma di calcolo (illustrato nel
seguito) restituisce per le funzioni considerate e per il modulo della forza i valori di seguito tabulati.

. - quantita di . energia
. . spazio velocita accelerazione S forza
istanti (m) (m/s) moto (m/s?) cinetica )
(kg -m/s) 0)
t -34,6500 -20,2500 -20,2500 3 205,0313 3
t, -28,8000 35,9998 35,9998 24 647,9994 24
ts 68,2666 42,6666 42,6666 -32 910,2204 -32

Inoltre il programma disegna per le funzioni considerate i seguenti diagrammi, dove sono riportate
anche le rispettive funzioni calcolate con i due metodi di integrazione numerica che illustrero nei
successivi paragrafi.
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Il codice scritto per questa esercitazione utilizza la seguente funzione di modulo per attribuire i

valori all’array che descrive la velocita:
FUNCTION vel(t)
Iquesta funzione calcola la velocita nel tempo
Isezione dichiarativa
IMPLICIT NONE
REAL :: vel !dichiaro la funzione

Idichiaro gli argomenti fittizi




REAL,INTENT(IN):: t listante in cui si calcola I'accelerazione
Isezione esecutiva

vel = ((A/4)*(t**4))+((B/3)*(t**3))+((C/2)*(t**2)) Icalcola vel(t)
RETURN

END FUNCTION vel

La seguente invece e la funzione di modulo utilizzata per assegnare i valori all’array utilizzato per
I’accelerazione:

FUNCTION acc(t)
lquesta funzione calcola I'accelerazione nel tempo
Isezione dichiarativa
IMPLICIT NONE
REAL :: acc !dichiaro la funzione
ldichiaro gli argomenti fittizi
REAL,INTENT(IN):: t listante in cui si calcola 'accelerazione
Isezione esecutiva
acc = (A*(t**3))+(B*(t**2))+(C*t) Icalcola a(t)
RETURN
END FUNCTION acc
Ecco in fine la funzione di modulo che calcola i valori da assegnare all’array dello spazio:
FUNCTION spa(t)
lquesta funzione calcola lo spazio nel tempo
Isezione dichiarativa
IMPLICIT NONE
REAL :: spa !dichiaro la funzione
Idichiaro gli argomenti fittizi
REAL,INTENT(IN):: t listante in cui si calcola I'accelerazione
Isezione esecutiva
spa = ((A/20)*(t**5))+((B/12)*(t**4))+((C/6)*(t**3)) !calcola spa(t)

RETURN



END FUNCTION spa

3. Soluzione numerica con il metodo di Bezout. Data la funzione f:[a,b] - R la formula di
integrazione di Bezout (detta anche del trapezio) si basa sulla approssimazione dell’area sottesa da
essa con il trapezio indicato in figura. Dunque si pone:

y f(x)

b N f@)+f (D)
31)  J) fodx = (b—a) L2 FO) Lo
Considerando che nel nostro caso la variabile  f(q)|---
indipendente e rappresentata dal tempo e utilizzando
una simbologia che richiami il calcolo automatico con ,
array, la formula di Bezout si riscrive a b

3.2) primitiva(t;,,) = primitiva(t;) + delta_t - W

La 3.2 pud dunque essere usata tanto per ricavare la velocita dall’accelerazione, che lo spazio dalla
velocita; in effetti nel codice scritto per questa esercitazione 1’integrazione con Bezout costituisce
una procedura di modulo usata in modo ricorsivo. Il testo della procedura é il seguente:

SUBROUTINE Bezout (funzione,primitiva)

lintegra la funzione inviata con il metodo di Bezout
I(detto anche del trapezio)

IMPLICIT NONE
Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione lintegrando
REAL ,INTENT(OUT),DIMENSION (fine_int)::primitiva !primitiva

ldichiaro le variabili locali

INTEGER::i lindice del ciclo

Isezione esecutiva

Icalcolo la primitiva

ciclo_integra: DO i=1,fine_int-1,1
primitiva(i+1)=primitiva(i)+((funzione(i+1)+funzione(i))*(delta_t/2))

END DO ciclo_integra

RETURN

END SUBROUTINE Bezout
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Una volta integrate [’accelerazione (per ottenere la velocitd) e la wvelocita (per ottenere
I’accelerazione) si ricavano immediatamente la quantitd di moto e I’energia cinetica. Queste
funzioni sono state inserite nei diagrammi riportati in precedenza, ma si vede che la differenza con
la soluzione esatta non puo essere apprezzata. E’ invece utile calcolare le differenze (gli errori) fra
le funzioni ottenute con il metodo di Bezout, e quelle esatte; diagrammando queste funzioni di
errore si ottengono i grafici riportati sopra, molto piu significativi.

Per gli istanti richiesti -considerando i coefficienti in 1.3- il programma di calcolo (illustrato nel
seguito) restituisce per le funzioni calcolate col metodo di Bezout i valori di seguito tabulati.

: - quantita di energia
. . spazio velocita LS
istanti (m) (m/s) moto cinetica
(kg -m/s) 0)
t1 -34,4301 -20,1400 -20,1400 205,0313
t, -28,2403 36,0400 36,0400 647,9994
ts 68,5862 42,5600 42,5600 910,2204

4. Soluzione numerica con il metodo di Cavalieri. Data la funzione f:[a,c] - R la formula di
integrazione di Cavalieri (detta anche della parabola) si basa sulla approssimazione dell’area sottesa
da essa con il settore di parabola indicato in figura. Dunque si pone:

4

fx)

c _ f(@)+4f(b)+f(c)
41) [, f@dx=(c-a)=———— f(b)

f(c)
f(a)

Considerando che nel nostro caso la variabile
indipendente & rappresentata dal tempo e
utilizzando una simbologia che richiami il
calcolo automatico con array, la formula di
Cavalieri si riscrive

FED+4f (tig )+ (Eig2)

4.2) primitiva(t;,,) = primitiva(t;) + 2 - delta_t - S

Come nel caso del metodo di Bezout, la 4.2 pud dunque essere usata tanto per ricavare la velocita
dall’accelerazione, che lo spazio dalla velocita; in effetti nel codice scritto per questa esercitazione
I’integrazione con Cavalieri costituisce una procedura di modulo usata in modo ricorsivo. Il testo
della procedura € il seguente:

SUBROUTINE Cavalieri (funzione,primitiva)

lintegra la funzione inviata con il metodo di Cavalieri
I(detto anche della parabola)

IMPLICIT NONE
Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL ,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione lintegrando
REAL ,INTENT(OUT),DIMENSION (fine_int)::primitiva !primitiva

8



ldichiaro le variabili locali

INTEGER::i lindice del ciclo

Isezione esecutiva

primitiva(1)= 0 linizializza il primo valore

Icalcolo la primitiva (elementi dispari dell'array)

ciclo_integra: DO i=1,fine_int-1,2
primitiva(i+2)=primitiva(i)+((funzione(i+2)+funzione(i+1)*4+funzione(i))*(delta_t/3))

END DO ciclo_integra

Icalcolo la primitiva (elementi pari dell'array)

ciclo_integra2: DO i=2,fine_int-2,2
primitiva(i+2)=primitiva(i)+((funzione(i+2)+funzione(i+1)*4+funzione(i))*(delta_t/3))

END DO ciclo_integra2

RETURN

END SUBROUTINE Cavalieri

Si ottengono cosi velocita e spazio, e da essi quantita di moto e energia cinetica. Gli errori rispetto
alle rispettive funzioni esatte sono rappresentati nei grafici seguenti.

errore sullo spazic [Cavalierl)
1 1 1 1 1 1 1
Q.00030 =
Q00020 —
E

Q.Q0010 — —
Q00000 T T T T T T T T T T T T T T T

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 S.0 &.0 7.0 3.0

tarmpo ()




errore sulla velocita (Cavalieri)
0.0000:0 -
—0.00001 4 -
2
T
E —0.00002 -
—0.000035 =
— 0 .00004 T T T T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 S.0 &.0 7.0 3.0
tarmpo (=)
errore sulla energia cinetica {(Cavaller?)
1 1
—0,0:{008
=
|
2 _oGoins
—2.00203 T T T T T T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 S0 &0 7.0 2.0
ternpo (s)

Per gli istanti richiesti -considerando i coefficienti in 1.3- il programma di calcolo (illustrato nel
seguito) restituisce per le funzioni calcolate col metodo di Bezout i valori di seguito tabulati.

: . quantita di energia
. . spazio velocita LS
istanti (m) (m/s) moto cinetica
(kg -m/s) 9)
t1 -34,6501 -20,2500 -20,2500 205,0312
t, -28,8003 36,0000 36,0000 648,0001
ts 68,2662 42,6666 42,6666 910,2223

5. Algoritmo risolutivo. Riporto il diagramma di flusso del codice

gsercitazione.

10

usato per risolvere questa



Inizio

L’unita chiamante (main_ese_uno)
inizzializza I’array dello spazio
utilizzando la funzione di modulo spa

\

funzione di
modulo spa

L’unita chiamante (main_ese_uno)
inizzializza I’array della velocita
utilizzando la funzione di modulo vel

!

funzione di
modulo vel

L’unita chiamante inizzializza I’array
della accelerazione utilizzando la
funzione di modulo acc

funzione di
modulo acc

L’unita chiamante integra
I’accelerazione ottenendo la velocita
approssimata utilizzando la subroutine
di modulo Bezout

subroutine di
modulo Bezout

L’unita chiamante integra la velocita
approssimata ottenendo lo spazio
approssimato utilizzando la subroutine
di modulo Bezout

subroutine di
modulo Bezout

L’unita chiamante integra
I’accelerazione ottenendo la velocita
approssimata utilizzando la subroutine
di modulo Cavalieri

subroutine di
modulo
Cavalieri

N\

L’unita chiamante integra la velocita
approssimata ottenendo lo spazio
approssimato utilizzando la subroutine
di modulo Cavalieri

subroutine di
modulo
Cavalieri

!
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!

L’unita chiamante traccia il diagramma
dell’accelerazione invocando la
subroutine di modulo
diagramma_accelerazione

subroutine di modulo
diagramma_accelerazione

L’unita chiamante traccia sovrapposti i
diagrammi di velocita esatta, velocita
di Bezout, velocita di Cvalieri,
invocando la subroutine di modulo
diagrammi

subroutine di modulo
diagrammi

4

L’unita chiamante traccia sovrapposti i
diagrammi di quantita di moto esatta,
di Bezout, di Cvalieri, invocando la
subroutine di modulo diagrammi

subroutine di modulo
diagrammi

L’unita chiamante traccia sovrapposti i
diagrammi di energia cinetica esatta, di
Bezout, di Cvalieri, invocando la
subroutine di modulo diagrammi

subroutine di modulo
diagrammi

4

L’unita chiamante traccia il diagramma
dell’errore fra velocita esatta e velocita
di Bezout invocando la subroutine
diagramma_errore

subroutine di modulo
diagramma_errore

4

L’unita chiamante traccia il diagramma
dell’errore fra velocita esatta ¢ velocita
di Cavalieri invocando la subroutine
diagramma_errore

subroutine di modulo
diagramma_errore

!

12




!

L’unita chiamante traccia il diagramma
dell’errore fra spazio esatto e spazio di
Bezout invocando la subroutine
diagramma_errore

subroutine di modulo
diagramma_errore

N\

L’unita chiamante traccia il diagramma
dell’errore fra spazio esatto e spazio di
Cavalieri invocando la subroutine
diagramma_errore

subroutine di modulo
diagramma_errore

\

L’unita chiamante traccia il diagramma

dell’errore fra energia cinetica esatta e

energia cinetica di Bezout invocando la
subroutine

subroutine di modulo
diagramma_errore

\

L’unita chiamante traccia il diagramma

dell’errore fra energia cinetica esatta e

energia cinetica di Cavalieri invocando
la subroutine

subroutine di modulo
diagramma_errore

Vengono calcolate tutte le funzioni
cinematiche in corrispondenza dei tre
istanti richiesti

y
Fine

6. Codice dell’unita chiamante. Riporto il codice della unita principale main_ese_uno:

PROGRAM main_ese_uno

USE DISLIN  llibreria grafica

USE mod_ese_uno !modulo con costanti e procedure

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

REAL::t !una variabile di ciclo
INTEGER::i lindice dei cicli

CHARACTER(len=10):: chiusura !serve per chiudere il programma

13



Idichiaro gli array di tutte le grandezze cinematiche
REAL,DIMENSION(1:fine_INT)::accelerazione
REAL,DIMENSION(fine_INT)::velocita_esatta
REAL,DIMENSION(fine_INT)::spazio_esatto
REAL,DIMENSION(fine_INT)::quantita_moto_esatta
REAL,DIMENSION(fine_INT)::energia_cinetica_esatta
REAL,DIMENSION(fine_INT)::velocita_Bezout
REAL,DIMENSION(fine_INT)::spazio_Bezout
REAL,DIMENSION(fine_INT)::quantita_moto_Bezout
REAL,DIMENSION(fine_INT)::energia_cinetica_Bezout
REAL,DIMENSION(fine_INT)::velocita_Cavalieri
REAL,DIMENSION(fine_INT)::spazio_Cavalieri
REAL,DIMENSION(fine_INT)::quantita_moto_Cavalieri
REAL,DIMENSION(fine_INT)::energia_cinetica_Cavalieri
Isezione esecutiva

CALL BMPMOD (300,'inch’','resolution') Hfisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp
linizializzo I'array accelerazione

ciclo_uno: DO i=1,fine_int,1

t= delta_t*i-delta_t
accelerazione(i)=acc(t)

END DO ciclo_uno
accelerazione(1)=0

linizializzo I'array velocita_esatta
ciclo_due: DO i=1,fine_int,1

t= delta_t*i-delta_t
velocita_esatta(i)= vel(t)

END DO ciclo_due
linizializzo |'array spazio_esatto
ciclo_tre: DO i=1,fine_int,1

t= delta_t*i-delta_t
spazio_esatto(i)=spa(t)

END DO ciclo_tre

linizializzo il primo valore di ciascun array non esatto
velocita_Bezout(1)=0

velocita_Cavalieri(1)=0

spazio_Bezout(1)=0

14



spazio_Cavalieri(1)=0
lintegro I'accelerazione secondo Bezout

CALL Bezout(accelerazione,velocita_Bezout)
CALL Bezout(velocita_Bezout,spazio_Bezout)

lintegro I'accelerazione secondo Cavalieri

spazio_Cavalieri(2)=spazio_esatto(2) !necessario per il metodo di Cavalieri
velocita_Cavalieri(2)=velocita_esatta(2) !necessario per il metodo di Cavalieri

CALL Cavalieri(accelerazione,velocita_Cavalieri)
CALL Cavalieri(velocita_Cavalieri,spazio_Cavalieri)

linizializzo gli array della quant. e della energ.

ciclo_quattro: DO i=1,fine_int,1
guantita_moto_esatta(i)=velocita_esatta(i)
quantita_moto_Bezout(i)=velocita_Bezout(i)
quantita_moto_Cavalieri(i)=velocita_Cavalieri(i)
energia_cinetica_esatta(i)=(velocita_esatta(i)**2)*0.5
energia_cinetica_Bezout(i)=(velocita_Bezout(i)**2)*0.5
energia_cinetica_Cavalieri(i)=(velocita_Cavalieri(i)**2)*0.5

END DO ciclo_quattro

Itraccio il grafico della accelerazione

CALL diagramma_accelerazione (accelerazione)

Itraccio i diagrammi delle velocita

CALL diagrammi (velocita_esatta,velocita_Bezout,velocita_Cavalieri,'velocita'&
,'m/s',5.)

Itraccio i diagrammi degli spazi

CALL diagrammi (spazio_esatto,spazio_Bezout,spazio_Cavalieri,'spazio percorso'&
,'m",5.)

Itraccio i diagrammi delle quantita di moto

CALL diagrammi (quantita_moto_esatta,quantita_moto_Bezout,quantita_moto_Cavalieri,'quantita di moto'&
,'Skg\frac{m}{s}$',5.)

Itraccio i diagrammi delle energie cinetiche

CALL diagrammi (energia_cinetica_esatta,energia_cinetica_Bezout, energia_cinetica_Cavalieri,'energia cinetica'&
,'joule’,50.)

Itraccio i diagrammi degli errori sulla velocita

CALL diagramma_errore (velocita_esatta,velocita_Bezout,'errore sulla&
& velocita (Bezout)','m/s',0.05)
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CALL diagramma_errore (velocita_esatta,velocita_Cavalieri,'errore sulla&
& velocita (Cavalieri)','m/s',0.00001)

Itraccio i diagrammi degli errori sullo spazio

CALL diagramma_errore (spazio_esatto,spazio_Bezout,'errore sullo&
& spazio (Bezout)','m',0.1)

CALL diagramma_errore (spazio_esatto,spazio_Cavalieri,'errore sullo&
& spazio (Cavalieri)','m',0.0001)

Itraccio i diagrammi degli errori sualla quantita di moto

CALL diagramma_errore (quantita_moto_esatta,quantita_moto_Bezout,'errore sulla&
& quantita di moto (Bezout)','Skg\frac{m}s}$',0.05)

CALL diagramma_errore (quantita_moto_esatta,quantita_moto_Cavalieri,'errore sulla&
& quantita di moto (Cavalieri)','Skg\frac{m}{s}$',0.00001)

Itraccio i diagrammi degli errori sualla energia cinetica

CALL diagramma_errore (energia_cinetica_esatta,energia_cinetica_Bezout,'errore sulla&
& energia cinetica (Bezout)','joule ',0.5)

CALL diagramma_errore (energia_cinetica_esatta,energia_cinetica_Cavalieri,'errore sulla&
& energia cinetica (Cavalieri)','joule',0.001)

1100 FORMAT (F6.3)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s lo spazio esatto vale rispettivamente"
WRITE (*,*) spazio_esatto(16), spazio_esatto(31), spazio_esatto(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la velocita' esatta vale rispettivamente"
WRITE (*,*) velocita_esatta(16), velocita_esatta(31), velocita_esatta(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la quantita' di moto esatta vale rispettivamente"
WRITE (*,*) quantita_moto_esatta(16), quantita_moto_esatta(31), quantita_moto_esatta(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la accelerazione vale rispettivamente"
WRITE (*,*) accelerazione(16), accelerazione(31), accelerazione(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la energia cinetica esatta vale rispettivamente"
WRITE (*,*) energia_cinetica_esatta(16), energia_cinetica_esatta(31), energia_cinetica_esatta(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s lo spazio secondo Bezout vale rispettivamente"
WRITE (*,*) spazio_Bezout(16), spazio_Bezout(31), spazio_Bezout(41)
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WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la velocita' secondo Bezout vale rispettivamente"
WRITE (*,*) velocita_Bezout(16), velocita_Bezout(31), velocita_Bezout(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la quantita' di moto secondo Bezout vale rispettivamente"

WRITE (*,*) quantita_moto_Bezout(16), quantita_moto_Bezout(31), quantita_moto_Bezout(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la energia cinetica secondo Bezout vale rispettivamente"
WRITE (*,*) energia_cinetica_esatta(16), energia_cinetica_esatta(31), energia_cinetica_esatta(41)

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s lo spazio secondo Cavalieri vale rispettivamente"

WRITE (*,*) spazio_Cavalieri(16), spazio_Cavalieri(31), spazio_Cavalieri(41)

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la velocita' secondo Cavalieri vale rispettivamente"

WRITE (*,*) velocita_Cavalieri(16), velocita_Cavalieri(31), velocita_Cavalieri(41)

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la quantita' di moto secondo Cavalieri vale rispettivamente"

WRITE (*,*) quantita_moto_Cavalieri(16), quantita_moto_Cavalieri(31), quantita_moto_Cavalieri(41)
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Per t=3s,6s,8s la energia cinetica secondo Cavalieri vale rispettivamente"

WRITE (*,*) energia_cinetica_Cavalieri(16), energia_cinetica_Cavalieri(31), energia_cinetica_Cavalieri(41)
WRITE (*,*)"Per chiudere il programma premi una lettera qualunque."

WRITE (*,*)"Tutti i dati andranno persi."

READ (*,*) chiusura

STOP

END PROGRAM main_ese_uno

7. Codice del modulo. Riporto il codice del modulo mod_ese uno contenente le procedure
utilizzate per questa esercitazione:

MODULE mod_ese_uno

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Ifisso i valori delle costanti fisiche del problema

REAL, PARAMETER:: m = 1. !la massa dell'elemento in kg
lecco i coefficenti della funzione che descrive la forza
REAL, PARAMETER:: A= -1. IN*s"-3

REAL, PARAMETER:: B = 10. IN*sA-2

REAL, PARAMETER:: C = -20. IN*s7-1

Iscrivo i parametri temporali
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REAL , PARAMETER:: tempo = 8. Isecondi di osservazione
REAL , PARAMETER:: delta_t=0.2 s, intervallo di integrazione
REAL, PARAMETER:: fine_re=(tempo/delta_t)+1.

INTEGER , PARAMETER:: fine_int=INT(fine_re)

Ifisso il formato di output per i diagrammi
CHARACTER(len=4):: formato ='bmp '

Iscrivo le subroutine

CONTAINS

SUBROUTINE Bezout (funzione,primitiva)

lintegra la funzione inviata con il metodo di Bezout
I(detto anche del trapezio)

IMPLICIT NONE
ldichiaro gli argomenti fittizi

REAL,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione lintegrando
REAL ,INTENT(OUT),DIMENSION (fine_int)::primitiva !primitiva

ldichiaro le variabili locali

INTEGER::i lindice del ciclo

Isezione esecutiva

Icalcolo la primitiva

ciclo_integra: DO i=1,fine_int-1,1
primitiva(i+1)=primitiva(i)+((funzione(i+1)+funzione(i))*(delta_t/2))

END DO ciclo_integra

RETURN

END SUBROUTINE Bezout

SUBROUTINE Cavalieri (funzione,primitiva)

lintegra la funzione inviata con il metodo di Cavalieri
I(detto anche della parabola)

IMPLICIT NONE
Idichiaro gli argomenti fittizi
REAL ,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione lintegrando
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REAL ,INTENT(OUT),DIMENSION (fine_int)::primitiva !primitiva

ldichiaro le variabili locali

INTEGER::i lindice del ciclo

Isezione esecutiva

primitiva(1)= 0 linizializza il primo valore

Icalcolo la primitiva (elementi dispari dell'array)

ciclo_integra: DO i=1,fine_int-1,2
primitiva(i+2)=primitiva(i)+((funzione(i+2)+funzione(i+1)*4+funzione(i))*(delta_t/3))

END DO ciclo_integra

Icalcolo la primitiva (elementi pari dell'array)

ciclo_integra2: DO i=2,fine_int-2,2
primitiva(i+2)=primitiva(i)+((funzione(i+2)+funzione(i+1)*4+funzione(i))*(delta_t/3))

END DO ciclo_integra2

RETURN

END SUBROUTINE Cavalieri

SUBROUTINE diagramma_accelerazione (accelerazione)

Itraccia il diagramma della accelerazione

IMPLICIT NONE

Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::accelerazione !da plottare
Idichiaro le variabili locali

INTEGER:: i lindice del ciclo

REAL ::max !valore massimo della accelerazione
REAL ::min !valore minimo dell'accelerazione

REAL , DIMENSION (fine_int):: x lcontiene i valori delle ascisse
Isezione esecutiva
linizializzo I'array delle ascisse

x(1)=0.
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ciclo_ascisse: DO i=2,fine_int,1
x(i)=x(i-1)+delta_t
END DO ciclo_ascisse

CALL METAFL (formato) lindico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI

CALL TEXMOD ('ON') Ichiedo di poter scrivere le formule in maniera grafica
CALL PAGERA !traccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX !font a doppio spessore

CALL AXSPOS (450,1800) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('tempo (s)','x') Inome delle ascisse
CALL NAME ('S\frac{m}{s"2}$','y'") !nome delle ordinate

CALL TITLIN ("ACCELERAZIONE',1) !prima riga del titolo

max=MAXVAL(accelerazione) !il massimo della funzione
min=MINVAL(accelerazione) !il minimo valore della accelerazione

CALL GRAF (-0.5,8.,0.,1.,min,max,min,5.)

CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

CALL CURVE (x,accelerazione,fine_int) !plotto accelerazione
CALL DASH !tratteggio per gli assi coordinati

CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL DISFIN

RETURN

END SUBROUTINE diagramma_accelerazione

SUBROUTINE diagrammi (funzione_esatta,funzione_Bezout,&
funzione_Cavalieri,titolo, unita_misura, passo)

Itraccia insieme i tre diagrammi di ciascuna funzione
lad esempio la velocit... esatta, quella di Bezout

le quella di Cavalieri

IMPLICIT NONE

Idichiaro gli argomenti fittizi

Ifunzioni da plottare
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REAL,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione_esatta
REAL ,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione_Bezout
REAL ,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione_Cavalieri
Ititolo, unita di misura e passo della griglia delle ordinate
CHARACTER(len=*),INTENT(in):: titolo Inome funzione plottata
CHARACTER(len=%*),INTENT(in):: unita_misura !unita di misura
REAL :: passo lindica il passo della griglia dell'asse y

Idichiaro le variabili locali

INTEGER:: i lindice del ciclo
CHARACTER(len=30):: stringa !e' la stringa su cui si scrivere la legenda

REAL ::max_esatta !valore massimo funzione esatta
REAL ::max_Bezout lomologo per la funz. di Bezout
REAL ::max_Cavalieri lomologo per la funz. di Cavalieri
REAL ::max !massimo dei massimi
REAL ::min_esatta !lvalore minimo funzione esatta
REAL ::min_Bezout lomologo per la funz. di Bezout
REAL ::min_Cavalieri lomologo per la funz. di Cavalieri
REAL ::min !minimo dei minimi
REAL, DIMENSION (fine_int):: x Icontiene valori ascisse
Isezione esecutiva
linizializzo I'array delle ascisse
x(1)=0.
ciclo_ascisse: DO i=2,fine_int,1

x(i)=x(i-1)+delta_t

END DO ciclo_ascisse

CALL METAFL (formato) lindico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI

CALLTEXMOD ('ON') !chiedo di poter scrivere le formule in maniera grafica
CALL PAGERA !traccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX !font a doppio spessore

CALL AXSPOS (450,1800) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('tempo (s)','x')  'nome delle ascisse
CALL NAME (unita_misura,'y') !'nome delle ordinate

CALL TITLIN (titolo,1) !prima riga del titolo
Icalacolo I'estremo superiore delle ordinate
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max_esatta=MAXVAL(funzione_esatta)
max_Bezout=MAXVAL(funzione_Bezout)
max_Cavalieri=MAXVAL(funzione_Cavalieri)
max=AMAX1(max_esatta,max_Bezout,max_Cavalieri)
min_esatta=MINVAL(funzione_esatta)
min_Bezout=MINVAL(funzione_Bezout)
min_Cavalieri=MINVAL(funzione_Cavalieri)
min=AMIN1(min_esatta,min_Bezout,min_Cavalieri)
CALL GRAF (-0.5,8.,0.,1.,min,max,min,passo)

CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

limpongo che le tre curve abbiano linee diverse
CALL CHNCRV ('LINE")

Iplotto le tre curve

CALL CURVE (x,funzione_esatta,fine_int)

CALL CURVE (x,funzione_Bezout,fine_int)

CALL CURVE (x,funzione_Cavalieri,fine_int)
ldefinisco la legenda

CALL LEGINI(stringa,3,10) !carattere, righe, lunghezza
Idefinisco il contenuto della legenda

CALL LEGLIN(stringa,'esatta’,1)

CALL LEGLIN(stringa,'Bezout',2)

CALL LEGLIN(stringa,'Cavalieri',3)

CALL LEGTIT('Legenda') !titolo della legenda

CALL LEGEND(stringa,3) !posizione in alto a destra
CALL DASH !tratteggio per gli assi coordinati

CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL DISFIN

RETURN

END SUBROUTINE diagrammi

SUBROUTINE diagramma_errore (funzione_esatta,funzione_approssimata,&
titolo,unita_misura,passo)

Itraccia il diagramma dell'errore fra la funzione esatta e quella
lapprossimata (con Bezout o con Cavalieri)

22



IMPLICIT NONE

Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL ,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione_esatta
REAL,INTENT(IN),DIMENSION (fine_int)::funzione_approssimata
CHARACTER(len=*):: titolo 'nome funzione plottata
CHARACTER(len=%*):: unita_misura lunita di misura

Idichiaro le variabili locali

INTEGER::i lindice del ciclo

REAL ::max !valore massimo dell'errore

REAL ::min !valore minimo

REAL :: passo lindica il passo della griglia dell'asse y

REAL, DIMENSION (fine_int):: errore !funzione da plottare
REAL, DIMENSION (fine_int):: x  Icontiene i valori delle ascisse

Isezione esecutiva

linizializzo I'array delle ascisse

x(1)=0

ciclo_ascisse: DO i=2,fine_int,1
x(i)=x(i-1)+delta_t

END DO ciclo_ascisse

linizializzo I'array errore

ciclo_errore: DO i=1,fine_int,1
errore(i)=funzione_esatta(i)-funzione_approssimata(i)

END DO ciclo_errore

CALL METAFL (formato) lindico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI

CALL TEXMOD ('ON') Ichiedo di poter scrivere le formule in maniera grafica
CALL PAGERA !traccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX !font a doppio spessore

CALL LABDIG (5,'y") !chedo tre cifre decimali per i numeri dell'asse y

CALL AXSPOS (450,1800) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('tempo (s)','x') Inome delle ascisse
CALL NAME (unita_misura,'y')!nome delle ordinate
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CALL TITLIN (titolo,1) !prima riga del titolo

max=MAXVAL(errore) il massimo della funzione
min=MINVAL(errore) !il minimo della funzione

CALL GRAF (-0.5,8.,0.,1.,min,max,min,passo)
CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

CALL CURVE (x,errore,fine_int) Iplotto I'errore
CALL DASH !tratteggio per gli assi coordinati
CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL DISFIN

RETURN

END SUBROUTINE diagramma_errore

|
FUNCTION vel(t)

Iquesta funzione calcola la velocita nel tempo

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

REAL :: vel !dichiaro la funzione

Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL,INTENT(IN):: t listante in cui si calcola l'accelerazione
Isezione esecutiva

vel = ((A/4)*(t**4))+((B/3)*(t**3))+((C/2)*(t**2)) Icalcola vel(t)
RETURN

END FUNCTION vel

FUNCTION acc(t)

lquesta funzione calcola I'accelerazione nel tempo
Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

REAL :: acc !dichiaro la funzione
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Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL ,INTENT(IN):: t listante in cui si calcola I'accelerazione
Isezione esecutiva

acc = (A*(t**3))+(B*(t**2))+(C*t) !calcola a(t)

RETURN

END FUNCTION acc

FUNCTION spa(t)

Iquesta funzione calcola lo spazio nel tempo

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

REAL :: spa !dichiaro la funzione

Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL,INTENT(IN):: t listante in cui si calcola I'accelerazione
Isezione esecutiva

spa = ((A/20)*(t**5))+((B/12)*(t**4))+((C/6)*(t**3)) Icalcola spal(t)
RETURN

END FUNCTION spa

END MODULE mod_ese_uno
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Configurazione del quadrilatero articolato

1. Il quesito. E’ assegnato il quadrilatero articolato le cui aste sono definite dalle seguenti misure

[, =0.2m y

l3 = O7m 93
LD 3 1, = 05m

ll = 08m

Si assuma come sistema di
coordinate quello indicato
in figura, ovvero gli angoli
assoluti delle aste, presi
con segno (anomalia), e le
coordinate dei baricentri di
ciascuna asta, rospetto al
sistema di riferimento
Ao, X, Y.

Allora si chiede di determinare le configurazioni del quadrilatero per una rotazione della manovella
assegnata data da

12) 6, =20°

Si chiede inoltre di rappresentare la traiettoria del punto M5 di mezzeria della biella (asta [5) al
variare in [0,27] dell’angolo 6, di rotazione della manovella (asta [,).

2. Equazioni di vincolo. 1l vettore delle coordinate lagrangiane sovrabbondanti e dato da

21) (@' ={x2 y2 03 x3 y3 O, x4 y» 65}7

il quale viene sottoposto alla partizione

22) (@' ={ulv} ={x2 Y2 63 x3 y3 04 Xa V4|6,}"

Le equazioni di vincolo, immediatamente deducibili dalla figura sono

( Xy — %cos 0, )
Vo — %Zsin 0,

X3 — %cos 03 — xy — %Zcos 0,

I3 . L .
V3 —;351n03 -y, —;Zsmez

23) {(Y(@)}={¥ulv)} =1 s L b =0
X4 — X3 — - COS 0; — 5 €0s 0,
Va— Y3 — %sin 0; — %sin 0,
X4 — 11 + %’"cos 0,
\ Vs + %”‘sin 0, )
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Lo jacobiano relativo alle coordinate dipendenti si scrive dunque

0w, 0¥, 0¥, 0¥, 0¥, ad¥; 0¥, 0¥
9x, 0y, 003 0dxg Oy, 06, 0xs 0ys
0w, oW, 0¥, 0¥, I¥, I¥, 0¥, 0¥,
24) Yyl =|ox, oy, 6, ox; 0y, 06, oxs 9ys

-axz 6y2 693 8x3 6y4 894 6x4 8y4-

e a conti fatti si ha

- 10000000 ;
0100000 0
—10%3sin9310000

0 -1 —Zcosf; 0 1 0 0 0

25) [".l=| 0 0 Zsing; -1 0 Zsinf, 1 0

0 O —%cost% 0 -1 —%"cosa} 0 1
0 000 0 —2sing, 1 0

00000%(:059401

3. Metodo di Newton-Raphson. Il metodo numerico in parola applicato alla funzione vettoriale 2.3
di 8 elementi in 9 variabili, di cui la nona considerata costante, porge

31)  {u@} = {u®} - (¥, {¥[?|s,)}

Ovvero, per esteso

( x,® — %Zcos 0, )
(x> i+ (X, Oy ¥, i _k sin 6,
y, Y y,© ! @ ’ l
[ L [ 2
PRGEY 5. x3® — Zcos ;™ — x,® — Zcos 6,
3 3
. . ) . @ 0 _ L
(i+1) ® e y3 @ sin 6, V2 sin 9,
32) {2t =4 0w~ @] 2 o Wl ol
Y3 Y3 x, @ — x; O — fcos 05" — fcos 0,"
0, 0, D @B g ®_l o ®
PAGEY 2, Va Y3 5 Sin 03 - sin 0,
. l -
Ly, (D) \y, @) x, O =1, + fcos 0,®

L y,® + %sin 0,® )

dove -lo si ricorda- ’anomalia 6, e assegnata dalla 1.2. Assegnata dunque una configurazione
iniziale {u} la 3.2 consente di calcolare la configurazione successiva {u(®}, che sostituita a sua
volta nella 3.2 permette di calcolare la configurazione {u(3)}, e via di seguito. Si dimostra che

questo procedimento fornisce configurazioni via via piu vicine a quella che annulla il vettore 2.3
delle equazioni di vincolo.
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Inizio

4

L’unita chiamante (main_ese_due) assegna i valori costanti della matrice
jacobiana definita dall’array a tre dimensioni j

inizializza la posizione iniziale (:,1) dell’array u della coordinate, con la
configurazione iniziale.

i=i+1

calcola gli elementi trigonometrici della matrice jacobiana i-esima j(:,:,i) in
corrispondenza delle coordinate i-esime u(:, i)

calcola I'inversa di j(:,:, 1)
attraverso inverse e la mette in inverse

invj(:,:)

4

calcola la funzione W(u¥) nell’array psi(:, i), calcola il vettore dei resti e lo
mette nell’array resto(:, i), calcola la norma del vettore resto e la mette
nell’array norma(i)

disegna la configurazione u(:, i)

parallelogramma
attraverso parallelogramma

VEro
norma <=0.01

calcola le coordinate dell’iterata successiva

uC:, i+ 1) =psi(:,i) —invj(:,:) = resto(:, i)

v
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disegna il diagramma dell’array norma(i) in
funzione del numero di iterata, utilizzando diagramma_resto
diagramma_resto

y
fine

Il criterio per interrompere le iterazioni & quello di valutare la norma del secondo vettore a secondo
membro della 3.2, detto vettore dei resti. Evidentemente quando essa si stabilizza ad un valore
prossimo a zero il metodo ha fornito la sua soluzione.

4. Algoritmo risolutivo. Per applicare il metodo numerico descritto, al problema della
configurazione del parallelogramma sono state scritte in Fortran le seguenti unita:

¢ [’unita chiamante main_ese_due, la quale si occupa di calcolare la 3.2;
e il modulo mod_ese_due contenente le costanti geometriche 1.1,1.2 del problema nonché le
procedure di modulo seguenti
e subroutine inverse (scaricata dal sito della ODU University) la quale si occupa di
invertire la matrice jacobiana 2.5;
e subroutine parallelogramma la quale permette di rappresentare nel piano Ay, x,y la
configurazione del parallelogramma alla generica iterazione del metodo;
e subroutine diagramma_resto la quale esegue il grafico della norma del vettore resto
in funzione del numero di iterazione.

Il diagramma di flusso complessivo sviluppato dal codice € indicato in figura. Si aggiunge che il
programma realizza le seguenti ulteriori operazioni di output non indicate nel diagramma:

e ad ogni iterazione stampa sul monitor la configurazione, la matrice jacobiana, la sua inversa,
il vettore dei resti e la sua norma;

e alla fine del flusso stampa sullo schermo il valore massimo e il minimo della norma del
vettore dei resti.

Si osserva altresi che ciascuno degli array utilizzati presenta un indice aggiuntivo che assume il
valore del numero di iterata; se si considera ad esempio la matrice jacobiana, questo permette di
registrare nel relativo array tutti i valori assunti da essa nel corso delle iterate. L’unico array per cui
tale accorgimento abbia un impiego in questo programma & norma, che anziché avere un solo
valore, ¢ un array monodimensionale, e ci0 consente di disegnarne il grafico. Per gli altri non c’¢ un
impiego pratico, se non quello di prevedere una stampa delle configurazioni solo alla fine del ciclo
indefinito (come effettivamente pensavo inizialmente di fare); oppure quello di avere in memoria i
valori assunti nel corso delle iterate dalle varie funzioni.

5. Prima esecuzione. Sappiamo dal metodo grafico, illustrato in seguito, che le configurazioni

possibili per il parallelogramma sono due. Quale delle due venga fornita dal programma dipendera
dalla configurazione assegnata iniziale. Si assegni la configurazione iniziale
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51) x,=40 y,=20 0;=—40° x3=40 y;=—-40 6,=110° x, =70 y,=—70

con le lunghezze espresse in centimetri. Il programma effettua 11 iterazioni (compresa la prima

configurazione) per soddisfare la condizione norma < 0,01.

Configaraaions - Gonfigarazions -
iterata 1 iterata 2
R 5
T"|1 ]
L
ORI (Y TS U iy SN T T i E—mm—" m— 7
15
] < s
=43 E 1"‘\-\.,___-“
"'\lh._-‘
-6 hY e #___..-
-ars ™, L ..---""""-'-_-
\‘ -583 ] =]
-0 b
=g = 1
=H [ o1 FhT CHE] ] WAL =d40E =30H =08 wn? M2 sud 2 oy
Cerfigarazion Configaraaions
iterata 3 iterata 4
e I 103
=2
i
=hid B 7
e )
-102 . e
-5 =
513
A
-1
e =
=
o
0.2 P .
1B &
a2 -a0a
= o 2 w00 g o wan =4a ] =E0 134 LN L] rEk} EES]
Corfigaraaion Configarmlorn
iterata 5 iterata 6
1204
1208
s -
£ ] 7
B - Te—
_.-l-""-.-_ - e
;- /
Bl -
/ - /
00 £
ans
=8
=
o 88 —
e -a00
B L LI T s LT T TR T =& G185 =S -n5 &S 2RS 445 BES @S

30




Cenfigaraaiom Cenfigaraaiom
R 153
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=3 Fil
254 \ / f ___..-"""
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-
ELh 515
=g an 200 ey a1 L Wi =g an na g ot pt] Wi
Configaraaiom Configarcaiom
153
137
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\ Ve Va
-85 11. / =228 El //
o /-rz
i i L“"/ —az2 \/
-ne —£18
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L’ultima iterata perviene alla configurazione seguente:
Configuraaions
e
]
e
W
=228 Ili. /
|y
—&zh
=618
=Pl o 200 400 6D BO. oo
alla quale corrispondono le coordinate (in centimetri e gradi)
X2 V2 03 X3 V3 04 X4 Va
9.396926 | 3.4202013 | -83.30455 | 21.708654 | -17.989153 | 397.71222 | 52.31173 | -21.409353
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Per la norma del vettore dei resti si ottiene il seguente andamento.

La norma del vettore del restl deve annullarsi

300.0 n
280.0 [ \l
260.0 i 11
240.0 / 11
2200
200.0 /
180.0 / !
160.0 / AR
140.0 A
120.0
100.0
80.0 I i |
50.0 ! f \
400
20.0
0.0

nerma del vattors dei resti
==
L]
|

10 20 3.0 4.0 5.0 6.0 7o 8.0 2.0 10.0 1.0
itarazioni

Il programma inoltre stampa su prompt le matrici e il vettore dei resti per alcune iterata. Riporto
qualcuno di questi dati.

i vettore dei resti norma
1 30.603 16.580 2.162 36.804 10.642 1.769 36.201 -15.938 65.20431
2 0.000 0.000 -6.030-33.391 94.286 -4.135-33.391 94.286 141.64392
3 | -0.000 -0.000 2.470 44.500-212.804 -2.252 44.500-212.804 307.4781
4 -0.000 -0.000 -2.685 -2.636 -6.432 2.354 -2.636 -6.432 10.459149
5 -0.000 -0.000 3.619 21.944 -14.332 -3.118 21.944 -14.332 37.372982
6 | -0.000 -0.000 1.250-63.084 117.990 -0.162 -63.084 117.990 189.21909
7 -0.000 -0.000 0.376 24.251-10.468 0.756 24.251-10.468 37.36419
8 -0.000 -0.000 -0.414 -9.995 1.192 -0.285 -9.995 1.192 14.244634
9 -0.000 -0.000 0.011 -0.049 -2.077 0.052 -0.049 -2.077 2.9379098
10 -0.000 -0.000 -0.002 -0.053 -0.008 -0.001 -0.053 -0.008 0.07611848
11 -0.000 -0.000 0.000 0.000 -0.000 0.000 0.000 -0.000 0.00008695498

6. Seconda esecuzione. Cercando di ottenere la seconda configurazione congruente possibile,
faccio girare il programma con le seguenti coordinate di innesco:

61) Xy = 40 YV, = 20 93 = 110° X3 =40 V3 = 60 94 = _800 Xg = 70 V4 = 80

In questo caso si ha convergenza in 5 iterate: le configurazioni sono le seguenti.
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Cordigarazion [ERme——
iterata 1 iterata 2
[ HEe]
1
] \1‘. fed N
N !
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e 1\. \\\
T \‘ \ 0 4 \
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[:T=]
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=M an 0 fTH -lH) L Lt =G an L (i G L =it
Configarazionm " Configaraaiom X
iterata 3 iterata 4
[T [ =ate]
I I
o / \\ v / \\
. Y
» / \ . / \
#__,f N _,f
[T} =i ==
e -na
=i an i g G L it =0 an 0 ann -fe] L Wi
Conligurazions
iterata 5
00
h\
w0 AN
~
/ N
200 / \\
o =l
=200
—H0 14 i 400 [T E] D WG
La configurazione finale &
X2 Y2 03 X3 V3 04 X4 Va
9.396926 | 3.4202013 70.55076 27.118143 30.413828 -50.46595 57.72122 26.993628
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Il diagramma della norma del vettore dei resti, che segue, testimonia la rapida convergenza.

La nerma del veftore dei resti deve annullarsi

60.0 \

40.0 \

norma del vettere dei resti

0.0

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
itarazioni

7. Secondo quesito. Il seguente algoritmo consente di ottenere la configurazione congruente del
parallelogramma in funzione di 6,, ovvero esplicita la funzione 2.3 rispetto alle variabili
indipendenti, in modo numerico; quindi permette in particolare di esprimere le coordinate del punto
M3 = (x3,y3) in funzione di 6,, cio che risponde al secondo questo proposto.

L’algoritmo utilizza i seguenti codici in Fortran:

e [’'unita chiamante main_ese due b la quale si occupa principalmente di utilizzare le
subroutine del modulo;
e il modulo mod_ese_due_b il quale contiene le seguenti subroutine:

e inverse si occupa di invertire la matrice jacobiana;

e parallelogramma traccia le traiettorie dei punti di mezzeria delle aste al variare di
0,;

e congruente calcola la configurazione congruente relativa ad ogni valore di 8,,
usando il metodo di Newton-Raphson e partendo ogni volta dalla configurazione
congruente precedentemente calcolata, in cui la manovella viene sconnessa per
aumentare 1’angolo 6,.

Evidentemente la subroutine congruente usa le stesse linee di codice del programma main_ese_due.
Si puod notare tra I’altro che abbiamo una subroutine di modulo (congruente) che invoca un’altra
subroutine (inverse), contenuta nello stesso modulo.
Per innescare il programma utilizzo una configurazione simile a quella congruente ottenuta alla fine
della seconda esecuzione; uso cioé la configurazione

61) Xy = 9 yz =3 93 = 700 X3 = 27 V3 = 30 94, = _500 Xg = 57 V4 = 26 92 = 200

Alcune delle configurazioni congruenti che vengono trovate a partire da questa aumentando ogni
volta di 5° ’angolo di manovella 6, -fino a completare un giro- sono riportate in tabella.
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Inizio

4

L’unita chiamante (main_ese_due_b) assegna i valori della configurazione
iniziale (non necessariamente congruente)

invoca congruente per ricavare la
configurazione congruente
corrispondente al valore iniziale congruente
6, = 20° della variabile
indipendente

assegna il valore ottenuto a
ad u(1:9,1)

Y

falso

i<=360°/5°

VEero

pone u(9,i) = u(9,i) + 20° e calcola la
configurazione congruente relativa a
u(1:9,1) (che ora non e piu una conf.

congruente), invocando la sub. congruente

congruente

4

registra la configurazione congruente ottenuta in u(:,i + 1)

invoca la sub. parallelogramma per
tracciare la traiettoria dei punti di mezzeria, parallelogramma
oltre a 4 delle confiaurazioni ricavate.

fine
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V2 03 X3 V3 04 X4 YVa 0>
9.396926 3.4202013 70.552284 27.117907 30.415138 -50.46702 57.72098 26.994938 20.
-7.660443 6.427878 36.89523 4.6724825 27.864597 -37.768875 52.332924 21.43672 140.
-1.736486 -9.848077 67.979324 5.900556 3.480062 -22.383488 47.637043 13.328138 260.
9.396929 3.4201934 70.55079 27.118134 30.413813 -50.465927 57.721207 26.99362 380.
Troiettoria M3 Legenda
—— {ralet. M2
-------------- trojet. M3
———————— trofet. M4
60.0
400 +—————F———A— /
20.0 /\ ﬁA
0.0 \w/ /
—20.0 /
—40.0
—20.0 0.0 20.0 A00 &80.0 80.0

Naturalmente la prima ¢ I'ultima configurazione coincidono, e si pud vedere quanto siano simili per
esse i valori restituiti dal programma. Riporto allora il diagramma della traiettoria dei punti di

mezzeria, calcolati

configurazioni indicate in tabella.

in base a 360°:5° =72

iterazioni.; sono tracciate anche le quattro

8. Soluzione grafica del primo quesito. Fisso una scala di rappresentazione o, = 0,05m/cm
ottenendo per i quattro lati del parallelogramma le misure

8.1)

— I, _ 02
(AgA=2=—"cm=4cm
o, 0.05
— 1 0.7
AB == =—cm = l4cm
o, 0.05
— 1, _ 05
BBy, == =—cm = 10cm
o, 005
L _ 08
(Bodo = =——cm = 16cm
o, 0.05
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Si segue quindi questa costruzione:

e i traccia a partire da A, un segmento orizzontale di lunghezza 16¢m, individuando cosi il
punto By;

e sitraccia da B, un segmento verticale di altezza h = A,B, tan 8, = 5.82cm individuando il
punto K;

e la manovella si trovera sulla retta per A,, K e resta dunque individuato il punto A, posto su
tale retta, a distanza 4cm da Ay;

e traccio la circonferenza C; con centro in A e raggio AB = 14cm;

e traccio la circonferenza G, con centro in B, e raggio BB, = 10cm.

Restano cosi individuati i due punti B, B’ e dunque le due configurazioni congruenti Ay, A, B, B, €
Ao, A,B', B,.

9. Codice dell’unita chiamante per il primo quesito.

Iprogramma principale per la seconda esercitazione di meccanica applicata
lusa il modulo mod_ese_uno
111/10/2012
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PROGRAM main_ese_due

USE DISLIN  llibreria grafica
USE mod_ese_due

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro il vettore delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(8,100)::u

Idichiaro la funzione delle equazioni di vincolo
REAL,DIMENSION(8,100)::psi

Idichiaro la matrice jacobiana e la sua inversa

REAL,DIMENSION (8,8,100)::J
REAL(KIND=8),DIMENSION (8,8)::invj

Idichiaro il vettore dei resti
REAL,DIMENSION(8,100)::resto
Idichiaro la norma del vettore dei resti
REAL,DIMENSION(100):: norma
Idichiaro i valori di innesco delle coordinate
REAL::x2 =40

REAL::y2 =20

REAL::theta3 =-40*(3.1415927/180)
REAL::x3 =40

REAL::y3 =-40
REAL::theta4=110%*(3.1415927/180)
REAL::x4=70

REAL::y4=-70

laltre variabili di lavoro

REAL(KIND=8),DIMENSION(8,8)::matrix
INTEGER::i lindici dei cicli
CHARACTER(len=10):: chiusura !serve per chiudere il programma

Isezione esecutiva

CALL BMPMOD (300,'inch’,'resolution') Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp
linizializzo i valori d'innesco di u

u(1,1) =x2

u(2,1)=y2

u(3,1) = theta3

u(4,1) =x3
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u(5,1)=y3
u(6,1) = thetad
u(7,1) =x4
u(g,1)=ya

linizializzo la matrice jacobiana con i valori costanti

j(:,5:)=0
j(1,1,:)=1
j(2,2,:)=1
j(3,1,:)=-1
j(3,4,:)=1
j4,2,:)=-1
j(4,5:)=1
j(5,4,:)=-1
j(5,7,:)=1
j(6,5,:)=-1
j(6,8,:)=1
j(7,7,:)=1
j(8,8,:)=1

linizializzo il vettore resto
resto=0

Iciclo del metodo Newton-Raphson

i=0

ciclo: DO
i=i+1
x2  =u(l1,i)
y2  =u(2,i)
theta3 = u(3,i)
x3  =u(4,i)
y3  =u(5,i)
theta4 = u(6,i)
x4  =u(7,i)
y4  =u(8,i)

Icalcolo la matrice jacobiana

j(3,3,i) = (0.5)*I3*SIN(theta3)
j(4,3,i) = -(0.5)*I3*COS(theta3)
j(5,3,i) = (0.5)*I3*SIN(theta3)
j(5,6,i) = (0.5)*I14*SIN(theta4)
j(6,3,i) = -(0.5)*I3*cos(theta3)
j(6,6,i) = -(0.5)*|4*cos(theta4)
j(7,6,i) = -(0.5)*|4*sin(theta4)
j(8,6,i) = (0.5)*14*cos(theta4)

Icalcolo l'inversa della matrice jacobiana
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matrix(:,:)=j(:,:,1)
CALL inverse(matrix,invj,8)
Icalcolo la funzione psi

psi(1,i) = x2 - ((0.5)*I12*COS(theta2))

psi(2,i) = y2 - (0.5)*I12*SIN(theta2)

psi(3,i) = x3 -(I13*0.5)*COS(theta3) - x2 - (12*0.5)*COS(theta2)
psi(4,i) = y3 -(13/2.)*SIN(theta3) - y2 - (12*0.5)*SIN(theta2)
psi(5,i) = x4 -x3 -(0.5)*I13*COS(theta3) -(0.5)*14*COS(thetad)
psi(6,i) = y4 -y3 -(0.5)*I3*SIN(theta3) -(0.5)*I14*SIN(theta4)
psi(7,i) = x4 - 11 + (0.5)*14*COS(thetad)

psi(8,i) = y4 + (0.5)*14*sin(thetad)

Icalcola il vettore resto
resto(:,i)=MATMUL(invj,psi(:,i))

Icalcola la norma del resto
norma(i)=SQRT(DOT_PRODUCT(resto(:,i),resto(:,i)))
100 FORMAT(8F8.3)

WRITE(*,*) " "

WRITE(*,*) "ITERATA",i

WRITE(*,*) " "

WRITE(*,*) "Le coordinate sono"

WRITE(*,*) "theta2=", theta2*180/3.1415927

WRITE(*,*) "x2=", u(1,i)

WRITE(*,*) "y2=", u(2,i)

WRITE(*,*) "theta3=", u(3,i)*180/3.1415927

WRITE(*,*) "x3=", u(4,i)

WRITE(*,*) "y3=", u(5,i)

WRITE(*,*) "thetad=", u(6,i)*180/3.1415927

WRITE(*,*) "x4=", u(7,i)

WRITE(*,*) "y4=", u(8,i)

WRITE(*,*) " "

WRITE(*,*) "La matrice jacobiana vale"

WRITE(*,100) j(1,:,i)

WRITE(*,100) j(2,:,i)

WRITE(*,100) j(3,:,i)

WRITE(*,100) j(4,:,i)

WRITE(*,100) j(5,:,i)

WRITE(*,100) j(6,:

WRITE(*,100) j(7,:

WRITE(*,100) j(8,:

WRITE(*,*)" "

WRITE(*,*) "La sua inversa vale"

WRITE(*,100) invj(1,:)
(
(
(
(
(
(

Ii)
Ii)
Ii)

WRITE(*,100) invj(2,:)
WRITE(*,100) invj(3,:)
WRITE(*,100) invj(4,:)
WRITE(*,100) invj(5,:)
WRITE(*,100) invj(6,:)
WRITE(*,100) invj(7,:)
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WRITE(*,100) invj(8,:)

WRITE(*,*)" "

WRITE(*,*) "Il vettore dei resti vale"
WRITE(*,100) resto(:,i)
WRITE(*,*) " "
WRITE(*,*) "La sua norma vale", norma(i)
Idisegno il parallelogramma alla iterata i
CALL parallelogramma(x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,theta4, i)
Iverifico il valore della norma e in caso esco
IF (norma(i)<=0.01) EXIT ciclo
Icalcola le coordinate della iterata successiva
u(1:8,i+1)=u(1:8,i)-resto(1:8,i)

END DO ciclo

iter_i=i

iter_r = REAL(iter_i)
ITraccio il diagramma del resto
CALL diagramma_resto (norma)

WRITE (*,*)"Per chiudere il programma premi una lettera qualunque.'
WRITE (*,*)"Tutti i dati andranno persi."

READ (*,*) chiusura

STOP

END PROGRAM main_ese_due

10. Codice del modulo per il primo quesito.

Imodulo per la seconda esercitazione di meccanica apl.
linvocato dal programma main_ese_uno
112/10/2011

MODULE mod_ese_due

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro le costanti geometriche del quadrilatero
REAL(KIND=8), PARAMETER:: 12=20.
REAL(KIND=8), PARAMETER:: 13=50.
REAL(KIND=8), PARAMETER:: 14=70.
REAL(KIND=8), PARAMETER:: 11=80.

REAL(KIND=8), PARAMETER:: theta2=20%(3.1415927/180)

41



Idichiaro il numero di iterazioni

INTEGER:: iter_i lintero
REAL:: iter_r Irelae

Ifisso il formato di output per i diagrammi
CHARACTER(len=4):: formato ='bmp '
Iscrivo le subroutine

CONTAINS

subroutine inverse(a,c,n)
I

I Inverse matrix
| Method: Based on Doolittle LU factorization for Ax=b

I Alex G. December 2009
I

linput ...

'a(n,n) - array of coefficients for matrix A
I'n -dimension

loutput ...

I ¢(n,n) - inverse matrix of A

I comments ...

I the original matrix a(n,n) will be destroyed
I during the calculation

implicit none

integer n

double precision a(n,n), c(n,n)

double precision L(n,n), U(n,n), b(n), d(n), x(n)
double precision coeff

integeri, j, k

I step O: initialization for matrices Land U and b

| Fortran 90/95 aloows such operations on matrices
L=0.0

U=0.0

b=0.0

I step 1: forward elimination
do k=1, n-1
doi=k+1,n
coeff=a(i,k)/a(k,k)
L(i,k) = coeff
do j=k+1,n
a(i,j) = a(i,j)-coeff*a(k,j)
end do
end do
end do

I Step 2: prepare L and U matrices

I L matrix is a matrix of the elimination coefficient
I + the diagonal elements are 1.0
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doi=1,n

L(i,i) =1.0
end do

I U matrix is the upper triangular part of A
doj=1,n

do i=1,j

U(i,j) = a(ij)

end do

end do

I Step 3: compute columns of the inverse matrix C
do k=1,n
b(k)=1.0
d(1) = b(1)
I Step 3a: Solve Ld=b using the forward substitution
doi=2,n
d(i)=b(i)
doj=1,i-1
d(i) = d(i) - L(i,j)*d(j)
end do
end do
I Step 3b: Solve Ux=d using the back substitution
x(n)=d(n)/U(n,n)
doi=n-1,1,-1
x(i) = d(i)
do j=n,i+1,-1
x()=x(i)-U(i,j) *x(j)
end do
x(i) = x(i)/u(i,i)
end do
I Step 3c: fill the solutions x(n) into column k of C
doi=1,n
c(i,k) = x(i)
end do
b(k)=0.0
end do
end subroutine inverse

SUBROUTINE parallelogramma (x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,theta4, iterata)
Isezione dichiarativa

ldichiaro gli argomenti fittizi

ldichiaro le coordinate
REAL,INTENT(IN)::x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,thetad

ldichiaro il numero di iterata

INTEGER,INTENT(IN)::iterata

Idichiaro le variabili locali

Idichiaro e assegno gli estremi dei lati [2
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REAL::12A0x
REAL::12A0y
REAL::12Ax
REAL:[2Ay

Idichiaro e assegno gli estremi del lato 13

REAL::I13Ax
REAL::I3Ay
REAL::I3Bx
REAL::I3By

ldichiaro e assegno gli estremi del lato 14

REAL::14Bx
REAL::14By
REAL::14B0Ox
REAL::14B0Oy

Idichiaro e assegno gli estremi del lato 11

REAL::11BOx
REAL::11BOy
REAL::[1A0x
REAL::I1A0y

Idichiaro il minimo e ilmassimo delle ascisse e delle ordinate

REAL:: xmin
REAL:: xmax
REAL:: ymin
REAL:: ymax

Isezione esecutiva
lassegno gli estremi dei lati |12

I2A0x = x2 - (0.5*12*COS(theta2))
I2A0y = y2 - (0.5*I12*SIN(theta2))
I2Ax =x2 + (0.5*12*COS(theta2))
I2Ay =y2 + (0.5*I12*SIN(theta2))

lassegno gli estremi del lato 13

I3Ax = x3 - 0.5*I3*COS(theta3)
I3Ay = y3 - 0.5*I3*SIN(theta3)

I3Bx = x3 + 0.5*I3*COS(theta3)
I3By = y3 + 0.5*I3*SIN(theta3)

lassegno gli estremi del lato 14
14Bx = x4 - 0.5*14*COS(thetad)
4By =y4 - 0.5*|14*SIN(theta4d)

14BOx = x4 + 0.5*|14*COS(theta4)
14BOy = y4 + 0.5*I4*SIN(theta4)
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lassegno gli estremi del lato 11
I11BOx = 80.

11BOy =0

I1A0x =0

I1A0y =0

Icalcolo I'asscissa minima e quella massima

xmin = MIN(I2A0x,12Ax, I3Ax, 13Bx, 14Bx, |4B0x, 11BOx, I1A0x)
xmax = MAX(I2A0x,I12Ax, I3Ax, 13Bx, 14Bx, 14B0x, |11BOx, 11A0x)

Icalcolo I'ascissa minima e quella massima

ymin = MIN(I2A0y,12Ay, I3Ay, 13By, 14By, 14BOy, 11B0y, 11A0y)
ymax = MAX(I12A0y,I12Ay, I3Ay, I3By, 14By, 14B0y, 11B0y, 11A0y)

lalcune istruzioni grafiche

CALL METAFL (formato) lindico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

CALL AXSPOS (450,1800) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('','x') !'nome delle ascisse
CALLNAME ('','Y') !'nome delle ordinate

CALL TITLIN ("Configurazione",1) !prima riga del titolo

CALL GRAF (xmin-20.,xmax+20.,xmin-20,20.,ymin-20.,ymax+20.,ymin-20.,20.)
CALL GRID (2,2) limpone una griglia sul piano coordinato

CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

CALL DASH !tratteggio per gli assi coordinati

CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL MYLINE (1,1) !impone una linea continua
CALL LINWID (8) Ispessore della linea

Idisegno ciascuno dei lati indicando gli estremi
CALL RLINE (I12A0x, 12A0y, 12Ax, 12Ay)

CALL RLINE (I3Ax, I13Ay, I3Bx, I13By)

CALL RLINE (l4Bx, 4By, 14B0x, 14B0Oy)

CALL RLINE (11BOx, I1BOy, 11A0x, 11A0y)

CALL DISFIN
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END SUBROUTINE parallelogramma

SUBROUTINE diagramma_resto (norma)
Isezione dichiarativa

ldichiaro gli argomenti fittizi
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(iter_i):: norma
ldichiaro le variabili locali

INTEGER::i !indice del ciclo

REAL,DIMENSION(iter_i)::x Iqui metto le ascisse
REAL:: max lil massimo della norma
REAL:: min lil minimo della norma

Isezione esecutiva

linizializzo I'array delle ascisse

x(1)=1.

ciclo_ascisse: DO i=2,iter_i,1
x(i)=x(i-1)+1.

END DO ciclo_ascisse

WRITE(*,*) x

CALL METAFL (formato) lindico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

CALL AXSPOS (450,1800) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('iterazioni','x') Inome delle ascisse
CALL NAME ('norma del vettore dei resti','y') !nome delle ordinate

CALL TITLIN ("La norma del vettore dei resti deve annullarsi",1) !prima riga del titolo

max=MAXVAL(norma) lil massimo della funzione
min=MINVAL(norma) il minimo valore della funzione

WRITE(*,*) "il minimo della norma del vettoredei resti vale", min
WRITE(*,*)"il massimo della norma del vettore dei resti vale",max

CALL GRAF (0.,x(iter_i),1.,1.0,min,max,0.,20.)
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CALL GRID (2,2) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

CALL CURVE (x,norma,iter_i) !plotto il diagramma del resto
CALL DASH ltratteggio per gli assi coordinati

CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL DISFIN

END SUBROUTINE diagramma_resto

END MODULE mod_ese_due
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Cinematica del primo ordine del manovellismo

1. 1l quesito. E’ assegnato un manovellismo ordinario centrato con le seguenti caratteristiche
geometriche

A A =02m
11) { 4B=05m
AC = 0.3m
BC =0.4m

La manovella ruoti in senso antiorario con velocita angolare costante data da

360giri 6giri 12 __ 37.67rad
12) w, = =22

2 = T =

minuto s S s

La configurazione iniziale sia quella di punto morto esterno; dato allora 1’istante definito da

13) tl = %S

si chiede per tale istante di determinare attraverso il metodo dei poli

la configurazione del manovellismo;

la posizione dei poli Py, K;

le velocita dei punti B, C, M, essendo quest’ultimo il punto di mezzeria della biella;
la velocita angolare w4 della biella.

Si chiede di ripetere il calcolo delle velocita utilizzando il metodo dei diagrammi polari.

N r
:F'
Ty
:"‘. \ r3
1’/"' .\II“
[ id
' P
Cr ’ \
A 4. 4]
e ———— : = . - J
7, NB 7777777777
1/ / 1
| )
2cm [ /
(= | | /
.\.\\ S ||' Ty
N \
A \
~ K \\



Si chiede altresi di rappresentare la base e la rulletta, attraverso il metodo del trasporto.

2. Scale di rappresentazione. Introduco la scala di rappresentazione delle lunghezze

3. Metodo dei poli. All’istante t; la manovella ha descritto un angolo

6giri 1
I ¢ =30°

31) 92 = (l)ztl = 72

Posiziono la manovella secondo quest’angolo e ricavo la posizione congruente della biella,
considerando che il punto B é vincolato ad appartenere alla retta r;.

e Per ricavare il c.d.i.r. P, si consideri che la velocita di B deve essere parallela alla retta r;,
dunque P, deve trovarsi sulla retta r,. D’altra parte la velocita di A € ortogonale alla manovella e
dunque P, deve appartenere anche alla retta r5; la sua posizione resta cosi individuata dalla
intersezione delle due rette citate.

Si puo osservare che P, pu0 essere ricavato anche invocando il teorema di Aronhold-Kennedy,
tenendo presente che il c.d.i.r. del moto assoluto della manovella ¢ Ay, quello del moto relativo
della biella rispetto la manovella & A, dunque P, deve trovarsi su rs; inoltre il c.d.i.r. del moto
assoluto dello stantuffo si trova all’infinito lungo 5, quello del moto relativo della biella rispetto lo
stantuffo & B, dunque P, deve trovarsi sulla retta r,. Se ne conclude che I’intersezione fra 1,13
individua P,.

e Per ricavare la circonferenza dei flessi F si consideri che il punto B deve appartenere ad essa,
avendo una traiettoria rettilinea; inoltre F passa per P,. Si consideri ora la prima formula di Euler-
Savary applicata al punto A: se chiamo A’ il punto di flesso della normale alla traiettoria di A,
abbiamo che A’ € r; e inoltre

A2

32) PyA%=AA,-AA = A4 =24
AAg

Misurando sul disegno i segmenti PyA, AA, abbiamo

_ 31.36¢cm?
{POA S6cm |, 31S0MT o aem

Ady = 2cm =

La circonferenza dei flessi € dunque la circonferenza passante per Py, B, A’ e il suo centro € il punto
di intersezione degli assi dei due segmenti PyB, PyA’.

e Il polo dei flessi I é individuato dalla retta r; della traiettoria dello stantuffo, ma e anche
individuato dalla retta per P, e Cp.

e Per individuare il polo delle accelerazioni si consideri che 1’accelerazione di A ha direzione r3;
si considera allora la retta r, parallela ad r; e passante per I, la quale individua su F il punto N.
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Allora, per una costruzione studiata, la retta s per N e per A individua su F il centro delle
acelerazioni K.

e La circonferenza di stazionarieta § passa per K e per A, che ha accelerazione tutta normale,
essendo per ipotesi costante la rotazione della manovella. Passa inoltre per P,, e dunque resta
univocamente individuata.

e La velocita di A € nota in direzione (direzione ortogonale alla manovella), in verso (quello che
indica la rotazione antioraria), e in modulo, essendo evidentemente

rad

3.3) v, = w,ApA =37.67—=0.20m = 7.54?

s
Considerando la scala delle velocita indicata in 2.2 allora il vettore che rappresenta questa velocita
nel disegno ha modulo

7.54m

34) n,=-A= i = 3.77cm

(4%

scm

Tenendo presente che il campo delle velocita € un campo circolare, dunque completamente definito
da un angolo, & immediato disegnare i vettori che rappresentano le velocita di B, C,M; in
particolare, misurando le loro lunghezze sul disegno e considerando la scala delle velocita oy,
abbiamo

(. =n. .05, = oml _pgom
np = 2.60m ij—nB oy = 2.6cm ZScm—S.ZS

35) {ny =28m=

Vy =Ny - oy = 2.8cm - 2?% = 5.6?
Ne = 1.9cm

m 1 m
ch =1MNc-0y = 1.9cm-2:a— 3.8?

La velocita angolare w5 della biella si ricava immediatamente dalla conoscenza della posizione del
c.d.i.r. e della velocita di un punto qualunque del piano mobile. Considerando ad esempio il punto A
abbiamo

3.77cm22 L 7540
— scm S

Vg A0
36) W3 =—= 149y = m =
APO 5.6Cm'O'L 5.6cm~10_1% 0.56m

= 1346724 ~ 2 149"
S S

Utilizzando, per verifica, un’altra delle velocita determinate, ad esempio quella di M, si ha

2.8cm- 2L 5.6%
— Scm —

s = 13337 ~ p 129"
S S

MP,  42cmo,  42cm1071- 042m

37) @y = Moy

4. Metodo dei diagrammi polari. La velocita di A & nota in direzione verso e modulo, come gia
detto. Riporto allora sul foglio il vettore 77, che la rappresenta nella scala prescelta, e considero che

4.1) Np=Ma+Tpa
dove 775 € nota in direzione (lo stantuffo puo solo traslare orizzontalmente) e 754 ¢ anch’essa nota
in direzione, poiché il moto di B rispetto ad A e rotatorio. Posso cosi costruire il relativo

diagramma polare e ricavare i versi e i moduli incogniti. Misurando i vettori ottenuti si ha
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m 1 m
42) ng=27cm=>vg =oyng = 2:52.7cm = 5.4?

Per il diagramma polare relativo a v, si & considerato che la direzione di 77,4 € nota e che 17,4 deve
essere lungo meta di 7g,; altrimenti si poteva considerare che la direzione di 17, si ricava
imponendo 1’ortogonalita con la retta congiungente M con P,. Misurando il vettore 1,, direttamente

sul diagramma polare si ha
43) ng=28cm=vg=o0yng = 2?%2.8cm = 5.6%

Procedendo analogamente per v, si costruisce il diagramma polare in figura il quale porge

m 1 m
44) nc=23cm=>vg=o0yng = 2?$2.3cm = 4.6;

Si osserva che mentre si ottiene una buona concordanza fra il metodo dei poli e quello dei

N A \ -
| _ |" \ N CA
l [ \a Ma | i, hN
| I" N \ { (\ ) N A ".
nBAi Xite [ N \.\C -
7
2cm

diagrammi polari per le velocita di B, M, si ha scarsa concordanza per quella del punto C.

5. Polari, metodo del trasporto. Divido il moto il quattro fasi: la prima ¢ quella in cui 1’angolo di
biella 6, va da zero a 90°; la seconda e quella in cui va da 90° a 180° e cosi fino alla quarta. Nella
prima fase il centro delle velocita descrive -sul paino fisso- I’arco 4; della base, il quale presenta un
asintoto verticale per 8, = 90°; nella seconda fase del moto viene descritto 1’arco A;; della base; e
cosi via. Le rispettive rullette si ottengono riportando -col metodo del trasporto- i punti ricavati per
ciascuno dei quattro archi di base, nella configurazione di punto morto esterno, ovvero nella

configurazione che si ha per 8, = 0°.
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Cinematica del secondo ordine del manovellismo

1. 1l quesito. E’ assegnato un manovellismo ordinario centrato con le seguenti caratteristiche
geometriche

A A =02m
11) { 4B=05m
AC = 0.3m
BC =0.4m

La manovella ruoti in senso antiorario con velocita angolare costante data da

360giri 6giri 12 __ 37.67rad
12) (1)2:—:_:—:

minuto s S s

La configurazione iniziale sia quella di punto morto esterno; dato allora 1’istante definito da

13) tl = %S

si chiede per tale istante di determinare attraverso il metodo dei diagrammi polari

e le accelerazioni dei punti B, C, M, essendo quest’ultimo il punto di mezzeria della biella;
e la accelerazione angolare a5 della biella.

Si chiede poi di determinare
e la posizione dei poli Py, K;
e lacirconferenza dei flessi;
e lacirconferenza di stazionarieta.
Si chiede poi di calcolare nuovamente, ma con il metodo dei poli
e le accelerazioni dei punti B,C, M.
Si chiede in fine di calcolare
e icentri di curvatura delle traiettorie dei punti C, M nei punti stessi.
2. Metodo dei diagrammi polari. Il manovellismo assegnato & quello studiato nella seconda

esercitazione, con lo stesso moto e nel medesimo istante. Dello studio cinematico gia compiuto ci
interessa in particolare la velocita angolare della biella per la quale abbiamo trovato

__13.46rad

21) w3 =

N

Cio posto 1’accelerazione del punto B si scrive

22) C_LB = C_LA + C_LBA
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e evidenziando la somma della componente tangenziale e di quella normale per ciascun addendo
abbiamo
23) ag+ap=ai+ay+as,+ap,

Costruiamo ora la tabella da utilizzare per i diagrammi polari tenendo presente che ap € tutta
tangenziale dato che la traiettoria di B ¢ rettilinea (curvatura infinita), inoltre I’accelerazione di A €
tutta normale poiché A descrive un moto circolare uniforme (accelerazione tangenziale nulla).

as +ak =a} +ay +ak, +ag,
? 0 0 w3|AA,| ? w3|BA| modulo
. . A4, . BA
Il AgB 1 AyB — 1 AB — versore
|44, | |BA|

Per fissare la scala o, di rappresentazione calcolo il modulo di @} ottenendo

24) |a}| = w}[AAg| = (37.67rad/s)?0.2m = =2

Volendo allora avere un segmento di 8cm impongo
283.80m
2 0,8cm

e ottengo la scala di rappresentazione per le accelerazioni
m 1
25) O, = 35475—25
Convengo di indicare i vettori che rappresentano le accelerazioni sul foglio con la lettera u; cosi,
per esempio, 1’accelerazione ag sara rappresentata sul foglio dal vettore ji5. Considerando che
’accelerazione aj, € completamente nota, in virtu della 2.1, per il suo modulo si ha
2.6) |a%,| = (13.46rad/s)%0.5m = 90.585%
Considerando dunque la 2.5 abbiamo

90.587
= =2.55cm

27)  |@gal = —
Tutto cio posto, per applicare il metodo dei diagrammi polari opero secondo il procedimento
seguente:

fisso un polo O al quale applico il vettore 7 il quale € completamente noto;

al suo estremo applico il vettore ji3, il quale ¢ anch’esso completamente noto;

in corrispondenza di O traccio la direzione nota di 5, retta r;

in corrispondenza dell’estremo libero di ik, traccio la direzione nota di ji5,, retta s.
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Ebbene, I’intersezione fra le rette r, s definisce un estremo del vettore i, essendo O il suo estremo
libero. Leggendo il diagramma polare si trova

2.8) || =8.7cm

e dunque abbiamo trovato che
29) |az| =lah| = oulah] = 35475 —8.7cm = 308.58

Riporto il diagramma polare usato per questo calcolo. Osservo inoltre, per quanto riguarda a3, che
dovendo essere

210) a4, = @ x 4B
si ha in particolare

_+ _|abal _ oalmbal Fom
2.11) |a@,| = =24l = =
|AB| 0.5m 0.5m

35.47 3.5cm rad

= 24829722
S

mentre il verso di @; e uscente dal foglio; ovvero la velocita di rotazione della biella e -in questo
istante- ritardata.

7

L Urry

(T W

Dal diagramma polare e anche possibile ricavare 1’angolo y relativo al moto assoluto della biella.
Misurando direttamente dal disegno si ricava

2.12) y =54° =0.94rad

D’altra parte 1’angolo y € fornito anche dalla nota formula y = tan‘lg la quale ci permette di
3

ritrovare il valore 2.12, infatti
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248.20"%

2.13) y=tan 12 = tan ! ——=;
w3

(13.4—6Tad)2
S

Calcolo I’accelerazione di M considerando che
214) @y = Gy + AQuuq = a4 + ay + alyy + apa

e avendo dunque la tabella seguente:

=tan" ' 1.37 = 0.94rad

ay =a} +aj +ak;, +al,

? 0 w3|AAs| | lasl|MA| | wi|MA| modulo
A4, . MA

? — 1 MA — Vversore
|44, | |MA|

Utilizzo il medesimo diagramma polare usato per il punto B, aggiungendo i vettori jii, ,, iy 4 i quali
sono completamente noti; in particolare le loro lunghezze sono

( _ -4l 248.29%0.25m
|igal = malia] s = 1.75cm
Oa 35475
2'15) . 13.46rad\?
|| -n w3 |MA| (—S ) 0.25m
liyal = = e =1.27cm
k Oa 35.477
s4cm

Si ottiene il seguente diagramma polare dal quale si misura f,, ottenendo

2.16) |ay| = oqlity| = 35475 —8cm = 283.8%
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Si puo osservare come nel diagramma polare i due vettori ji,,4, fig4 Vengano paralleli: questo é cio
che si aspetta pensando alla distribuzione delle accelerazioni di un moto circolare intorno al punto

fisso A.

Calcolo I’accelerazione di C considerando che

217 @c = ay + acy = ay + ay + as, + al,

e avendo dunque la tabella seguente:

ac = a +ay +ak, +ag,
? 0 w3|AAs| | l@sl|CA| | wi|CA| modulo
A4, . CA
? — 1CA — versore
|A4,| |CA]
Per costruire il diagramma polare abbiamo bisogno dei seguenti vettori
(¢ lasl|cal 248.2950.3m B
|dZcal = oo - maBl 2.1cm
2'18) 13.46rad 52
|| n | _ wdlcal _ (F5) oam _
klluCAl = oq = 35.47:21C1n = 153cm
Leggendo il diagramma polare si misura i ottenendo
— _ m 1 m
2.19) |ac | = aa|fic | = 3547 5—10.1cm = 358.24
s

3. Circonferenza dei flessi. All’istante t; la manovella ha descritto un angolo
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6giri 1
s =30°
72

31) 92 = w2t1 =

Posiziono la manovella secondo quest’angolo e ricavo la posizione congruente della biella,
considerando che il punto B é vincolato ad appartenere alla retta r;.

e Per ricavare il c.d.i.r. P, si consideri che la velocita di B deve essere parallela alla retta r;,
dunque P, deve trovarsi sulla retta r,. D’altra parte la velocita di A & ortogonale alla manovella e
dunque P, deve appartenere anche alla retta r5; la sua posizione resta cosi individuata dalla
intersezione delle due rette citate.

Si puo osservare che P, pu0 essere ricavato anche invocando il teorema di Aronhold-Kennedy,
tenendo presente che il c.d.i.r. del moto assoluto della manovella é A, quello del moto relativo
della biella rispetto la manovella e A, dunque P, deve trovarsi su r3; inoltre il c.d.i.r. del moto
assoluto dello stantuffo si trova all’infinito lungo 5, quello del moto relativo della biella rispetto lo
stantuffo & B, dunque P, deve trovarsi sulla retta r,. Se ne conclude che I’intersezione fra 1,13
individua P,.

e Per ricavare la circonferenza dei flessi F si consideri che il punto B deve appartenere ad essa,
avendo una traiettoria rettilinea; inoltre F passa per P,. Si consideri ora la prima formula di Euler-
Savary applicata al punto A: se chiamo A’ il punto di flesso della normale alla traiettoria di A,
abbiamo che A’ € r; e inoltre

A2

32) PyA%=AA,-AA = AL =24
AAg

Misurando sul disegno i segmenti PyA, AA, abbiamo

PyA = 5,6cm , _31.36cm?
{AAO _em = AA =———=15.68cm

La circonferenza dei flessi € dunque la circonferenza passante per Py, B, A’ e il suo centro ¢ il punto
di intersezione degli assi dei due segmenti PyB, PyA’.

e Il polo dei flessi I é individuato dalla retta r; della traiettoria dello stantuffo, ma e anche
individuato dalla retta per Py e Cp.

4. Circonferenza di stazionarieta. Per individuare il polo delle accelerazioni si consideri che
I’accelerazione di A ha direzione r3; si considera allora la retta r, parallela ad r; e passante per I, la
quale individua su F il punto N. Allora, per una costruzione studiata, la retta rs per N e per A
individua su F il centro delle acelerazioni K.

e La circonferenza di stazionarieta § passa per K e per A, che ha accelerazione tutta normale,
essendo per ipotesi costante la rotazione della manovella. Passa inoltre per P,, e dungue resta
univocamente individuata.

5. Metodo dei poli. Noto che sia il centro delle accelerazioni K & immediato ricavare y
direttamente dal disegno, misurando 1’angolo A,AK: si ricava ancora il valore 2.12 calcolato
durante il metodo dei diagrammi polari. Noto y ricaviamo immediatamente direzione e verso delle
accelerazioni di C, M, B. Per i moduli usiamo invece la formula

51) ldp| = |[KP|Jw? + aZ
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la quale porge

|ds| = |[KB|Jw? + a2

52) Aldyl = |KM|{ w0+ a2
ldc| = |R_5|\/ w3 + a3

Considerando ora che per le 2.1, 2.12 si ha

53) Joi+al= J (13'4?”1‘7’)4 +(248.29 rs“—f)z = 307367

Misurando i segmenti sul disegno si ricava inoltre

|KB| = 6,9.9cm = 0.99m
54) { |KM|=06,9.2cm = 0.92m
|ﬁ| =0;11.5cm = 1.15m
avendo fissato per le lunghezze la scala g, = 0.1m/cm. Sostituendo le 5.3, 5.4 nelle 5.2 abbiamo
dunque
ldg| = 304.28522
5.5) < ldul = 282775
ldc| = 353.465%

In tabella si confrontano i risultati ottenuti per le tre accelerazioni con il metodo dei diagrammi
polari e con il metodo dei poli.

: metodo dei diagrammi -
accelerazione oolari metodo dei poli

. m m

lag| 308.585—2 304.285—2

= m m

|apyl 283.85—2 282.775—2

S m m

ldc| 358.245—2 353.465—2

Si vede che la concordanza é buona.

6. Centri di curvatura. Si traccia la retta s per M, P, individuando il punto M’', intersezione di tale
retta con F. Detto allora Q,, il centro di curvatura della traiettoria di M, la formula di Euler-Savary

porge
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61) P0M2=MMI'MQM
da cui si deduce

PoM?
6.2) MQy = i 0,1.36cm = 0.13m

Analogamente consideriamo la retta t per C, P, la quale intercetta F in C'. Detto allora Q. il centro
di curvatura della traiettoria di C, la formula di Euler-Savary porge

6.1) P,C?>=CC'-CQ,
da cui si deduce

2
62) (0 =="=0,036cm = 0.03m

In figura sono riportate (con indicazione della relativa scala di rappresentazione) anche le velocita
ricavate nella esercitazione 3, nonché le accelerazioni.

60



Cinematica di una camma

1. Il quesito. Per il meccanismo camma-cedente in figura si abbiano i dati

CA, = 16mm
CM = 20mm
1) DM = 10mm

w, = 300gpm = 31.417

Si chiede I’analisi cinematica per 1’elemento cedente.

f.\

%
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2. Analisi cinematica del primo ordine. Si osserva che poiché il moto assoluto del corpo 3 é
traslatorio, la sua analisi cinematica si riconduce a quella di un qualunque punto dello spazio a esso
solidale.

Ricavo la configurazione del meccanismo all’istante assegnato secondo i seguenti passaggi:

. . 1
e scelgo una scala di rappresentazione delle lunghezze: assumo g, = 0.005m —;

e assegno al segmento A,C una rotazione antioraria di 30° rispetto all’orizzontale;
e traccio una circonferenza di centro C e raggio r, + r3 ottenendo la posizione del punto D.

Determino la velocita del punto D attraverso il teorema dei moti relativi. Il sistema di riferimento
fisso X sia solidale al telaio 1; il sistema di riferimento mobile S sia solidale al corpo 2; allora posso
scrivere

21) U8 =vh+ )

dove

e vj e lavelocita assoluta, cioé quella del moto rispetto a X;
e v} e lavelocita relativa, cioé quella del moto rispetto S;
e ¥} & lavelocita di trascinamento, cioé quella del punto D pensato solidale a S, rispetto X.

Con un’altra simbologia comunemente in uso la 2.1 si puo scrivere
2.2)  Up3 =TUp3zt+ Up,
Determino i centri di rotazione dei tre moti rigidi descritti dai due corpi mobili:

e il c.d.i.r. P, del moto assoluto di 2 coincide con il centro A, della cernierg;
e il c.d.i.r. P; del moto assoluto di 3 € un punto improprio che si trova su una retta orizzontale;
e il c.d.i.r. P;, del moto relativo di 3 rispetto 2 si trova sulla retta per i punti D, C.

Per il teorema di Aronhold-Kennedy questi tre punti devono essere allineati e dunque P;, €
individuato dalla intersezione fra le rette r, s indicate in figura. Cio posto sia ha

1 = W3y X P3,D
23) D_3,2 _32 32
UDZ = (1)2 X AoD

Sostituendo le 2.3 nella 2.2 si ha dunque
24) ﬁD3:632XP32D+52 XA D
Draltra parte per le velocita angolari si ha

63 = 62 + 632 _ —
25) { 63 =0 - W3y = —Wy

quindi la 2.4 si riscrive

ﬁD3 = _62 X P32D + 52 X AoD = 52 X (_P32D +AOD) = 62 X (A()D + DP32)
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ovvero

B ——

26) ﬁD3 = (l_)z X A0P32

Per ricavare la lunghezza del segmento A,P;, sono necessari alcuni semplici passaggi geometrici: i
triangoli rettangoli DA, P, e DHC sono simili avendo tre angoli uguali, dunque possiamo scrivere

( HC = A,C cos% = 13.85mm
2.8) 4 DC = 30mm

DH =VDC? — HC® = 26.61mm
\ DP, = DH + HP, = 34.61mm

e dunque sostituendo nella 2.7 troviamo

|

=)

29) APy, = =2HC = 2-13.85mm = 18.01mm

In modo piu pratico si puo misurare direttamente il segmento A,P;, dal disegno, ottenendo
2.10) AgPs; = 3.6cm0.005m — = 0.018m

Sostituendo nella 2.6 otteniamo

211) |Dps| = |@,|AgPsy = 227 0.018m = 31.41 7%

60s s

0.018m = 0.56?

Si osserva che la 2.6 fornisce le caratteristiche vettoriali della velocita, la quale risulta verticale e
con verso che punta in alto.

3. Analisi cinematica del secondo ordine. Applicando ancora il teorema dei moti relativi abbiamo
3.1) af=a,+ah+a5
dove

e ajp ¢ I’accelerazione assoluta, cio¢ quella del moto rispetto a X;

e aj ¢ ’accelerazione relativa, cio¢ quella del moto rispetto S;

e a} ¢ I’accelerazione di trascinamento, cio¢ quella del punto D pensato solidale a S, rispetto
)

e aj ¢ I’accelerazione di Coriolis.

Con altra notazione si puo scrivere anche
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3.2) dpz=dps, +ap, + ap
e considerando le componenti tangenziale e normale delle accelerazioni si ha
3.3) 553 + aps = 6153'2 + a33,2 + alt)z + ap, + ap
Per I’accelerazione di Coriolis si ha
3.4)  af = 2w, X Ups,
D’altra parte la velocita relativa di D Si scrive
Up3z = W3z X @5 = —wy X @
e dunque si ha
35)  @h = —28, x (@, X Py,D) = =2 ((@; - PzD)@; — (@, - @)P5D ) = 2w3P;,D

Costruisco ora il quadro riassuntivo delle accelerazioni 3.3 inserendo tutti gli elementi noti, in modo
da ricavare le incognite per via grafica:

ap3 +aps = Ap3, +aps +ap, +ap, +ap
—_\2
? 0 ? M 0 w3|DAy| | 2w3P5,D | modulo
|DC|
AoD 1 DC E DA Ps2D versore
|4,D] |DC]| |DA,| |P3,D|

Abbiamo una equazione vettoriale con due incognite scalari, dunque risolvibile. Per tracciare il
diagramma polare € necessario calcolare tutti i moduli noti. Misurando i segmenti direttamente sul
disegno e usando la scala delle lunghezze ho

n | rad 1y 1 m
|@8s2] = (31.417227.8cm0.005m =) —— = 50.025
2
3.6) |ak,| = (31.41 %) 6.9cm0.005m$ = 34.03522
2
jag| = 2(31.41 ﬂ) 7.8cm0.005m — = 76.95
S cm N

Volendo avere, sul disegno, un’accelerazione ap3, di 5 cm ricavo la scala delle accelerazioni:
1
3.7) 50.025% =0,5cm =0, = 10—

sZcm

e dunque i vettori rappresentativi delle accelerazioni hanno le lunghezze seguenti
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(ks | = aia50.03 = =5.00cm
_ 1 m
3.8) | |2 = -34.03 5 = 3.40cm
| 131 = Uia76.95sﬂz = 7.69cm
Leggendo 5 sul diagramma polare si trova

3.9)  |iips| = 0.4cm = |a@ps| = 0.4em105— = 45

4. Meccanismo equivalente, analisi cinematica del primo ordine. In figura & riportato il
manovellismo equivalente al meccanismo assegnato. Procedo con I’analisi cinematica in analogia

con quella presentata nella esercitazione 3. Per la velocita di D si ha

41) ﬁD = ﬁc + ﬁDC

La tabella relativa a questa equazione vettoriale &

ﬁD = 17(: +17DC

? | wy |AoC| ? modulo
AoD — —
= 1 AoC 1 DC versore
40D

Abbiamo una equazione vettoriale del piano in due incognite scalari, dunque risolvibile. Per
tracciare il diagramma polare dobbiamo calcolare |7,| e poi fissare una scala delle velocita. Si ha

65




rad

42) |9 =31.41720.016m = 0.5%

N

Volendo avere per questa velocita un segmento di 8 cm si ricava la seguente scala delle velocita:

m m 1
0.5—=0,8cm = g, = 0.062 ——
S scm
Leggendo la velocita v;, sul diagramma polare si trova
— — m 1 m
4.3) |vp| =Apo, = 9.2cm0.062 P 0.57;
in buona accordo con la 2.11.
2 v
e d
GL=0,005m 4_
o
Gyr=0,062m 4
2 v

5. Meccanismo equivalente, analisi cinematica del secondo ordine. L’equazione vettoriale da
risolvere e

51) C_lD = C_lC + C_lDC
che si precisa meglio evidenziando le componenti tangenziali e normali, ottenendo
5.2) ap+ap=ak+ag+ahe+anc

Riportando in tabella tutti gli elementi noti abbiamo

as +al =at +ap +ab, +ap,

? 0 0 w3|CA,| ? w3|DC| | modulo
AoD CAy ., DC
— r— 1 DC —y Versore
|4,D] |CA,| |DC]|
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Per disegnare i diagrammi polari € necessario ricavare i moduli noti e poi fissare una scala di
rappresentazione. Intanto per i moduli si ha

2
( |ag| = (31.41 %) 0.016m = 15.78 %
>3) —n | _ |'7DC| ’ — 4.6cm0.062% z g
lahel = pc| IDC| = o) 0.03m=271=

La scala delle accelerazioni sia

54) o,=122

sZcm
Leggendo la lunghezza del vettore ji5 direttamente dal diagramma polare si ricava
5.5) |ap|=labl = oal@hl =395

in accordo con gquanto trovato in 3.9.

e /
M // 7
(’_l.'u; 1m = -’//
2 - >
/./. -
v /-
; // e ‘,»‘Li

6. Studio del moto 3-2. Ad appendice dell’analisi qui presentata propongo lo studio del moto del
corpo 3 rispetto alla piastra circolare 2.

e Circonferenza dei flessi. Per ricavare la circonferenza dei flessi di tale moto piano -che indico
F4,- considero che il punto M descrive nel moto 3-2 una circonferenza di centro C, dunque C ¢ il
centro di curvatura della traiettoria di M in M medesimo. Se indico allora M' il punto di flesso della
normale alla traiettoria di M in M medesimo, Euler-Savary (seconda formulazione) porge

(P32M)? _ (2.9cm-0p)?
CM 2cm-oy,

6.1) (Py;M)2=CM-M'M = MM = = 4.205cm - o, = 0.042m

La 6.1 consente di individuare il punto M’, il quale é punto della circonferenza dei flessi.
Consideriamo ora ’accelerazione dps,, gid calcolata nel paragrafo terzo. Sommando le sue due
componenti per via grafica si ottiene
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. 1
6.2) Upsy = 5.2cm = |dps,| = 5.2cm - 10 gﬁ = 5252

i A

|

3L

4

L

i
v, :0,00S Y
= m

Si calcola poi che

> e , 4 2
|dps2| = DKz, w3, + az, =

m
574 ldps2| ldps2| 527
63) DK32 = 32 = 32 = s

2
4 2 w rad
/w32+a32 32 (31.41 ; )

> =5.27-10"%m
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Poiché I’accelerazione ¢ tutta normale (infatti 1’accelerazione angolare ¢ nulla), abbiamo che Kj, Si
trova sulla retta individuata dal vettore a3, € la sua distanza da D & data dalla 6.3.

4

Avendo individuato tre punti della circonferenza dei flessi (ovvero P;,, M',K5,) € possibile
tracciare la circonferenza stessa.

Si poteva anche argomentare che, poiché il moto € ad accelerazione angolare nulla, il polo dei flessi
I3, coincide con il centro delle accelerazioni, dunque F5, ha per diametro il segmento P;,K5,, €
dunque resta univocamente determinata.

Un’ulteriore conferma sull’accuratezza della circonferenza dei flessi cosi ottenuta pud aversi
applicando la prima formulazione della formula di Euler-Savary, la quale porge

69



1
1 1

(W+P32M) cos I’b

6.4) (1 +— )COSIIJ:%:MS':

CP3, P3,M

dove & rappresenta il diametro della circonferenza dei flessi. Nel nostro caso si ha

Y = 130° = cos 130° = —0.64
6.5) CP;, = —1.8cm -0, = —0.009m = § = 1 :
P3,M = 5.9cm - g, = 0.0295m (Soooom*sazsm) (064

1

= 2.02cm

Misurando invece direttamente § sul disegno si ottiene 6§ = 3.9cm - o, = 0.0195m, in buon
accordo con la 6.5.

e Circonferenza di stazionarieta. Poiché il polo dei flessi coincide con il centro delle
accelerazioni, si ha che la circonferenza di stazionarieta S5, degenera nella retta per Ps;, e Ks,.
Dr’altra parte ¢ evidente che il generico punto

e Polari del primo ordine. Ricavo la base del moto 3-2, tracciandola nella posizione che il piano 2
assume rispetto al piano 1 quando 8, = 60°. A tal fine considero le seguenti configurazioni del
meccanismo:

rconfigurazione 0: 8, = —60°
configurazione 1: 8, = —30°
configurazione 3: 0, = 0°
configurazione 4: 8, = 30°
configurazione 5: 8, = 60°
\configurazione 6: 6, = 90°

6.6)

Per ciascuna di esse ricavo la posizione del centro del moto e poi la trasporto sul piano 2 relativo
alla configurazione 4. Data la simmetria del moto, posso ottenere le posizioni del centro del moto
per ulteriori 5 configurazioni, completando cosi il disegno della base. Con il metodo del trasporto
ricavo infine la polare mobile.
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Cinematica di una guida Fairbairn

1. Il quesito. Per il meccanismo denominato guida di Fairbairn si abbiano i dati

AC = 0.7m
AB = 0.25m
1) DC = 1.6m

w, = 30gpm = 3.147¢
Si chiede all’istante t = 0.25s di determinare
e velocita e accelerazione del punto B;

e velocita angolare e accelerazione angolare del glifo (corpo 4);
e velocita e accelerazione della slitta 6.

4

VALY

E | SV U |

oL=

2. Cinematica del primo ordine del punto B. Ricorro al teorema dei moti relativi, avendo fissato

il sistema di riferimento mobile S come solidale al corpo 4 (glifo); il sistema di riferimento fisso
sia solidale al corpo 1 (telaio). Allora si ha
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21) vE =0+ v
dove

e ©p e lavelocita assoluta, cioe quella del moto rispetto a X;
e vy € lavelocita relativa, cioé quella del moto rispetto S;
e ¥} e lavelocita di trascinamento, cioé quella del punto D pensato solidale a S, rispetto X.

PR

L v
T R
6:-:014@-'— /
B A urn “(34

Con un’altra simbologia comunemente in uso la 2.1 Si puo scrivere anche
2.2) Up3 =TUpzst+ Ups

Volendo costruire i diagrammi polari per 1’equazione 2.2 abbiamo la tabella

Vg3 = Up34 +Vp,
w,| BA| ? | w,|BC|(?) | modulo
1L 4B | BC 1 BC versore

Ricavo I’intensita della velocita nota:

rad

23)  |Ups| = w,|BA| = 3.14720.25m = 0.78%

s
adottando la scala di rappresentazione g, = 0.1 ?5 abbiamo il diagramma polare in figura, da cui
si ricava

|7p4| = 6.5 |Up4| = |54l 6.5cm0.1 —— = 0.65—
NB4 cm UBa NB410y cm S C S

il che ci permette di concludere con la velocita angolare del glifo:

5 0.652
24)  ,(0.255) =282l = s =07222

[BC| — 9cmo.am—
cm
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3. Cinematica del secondo ordine del punto B. Con i sistemi di riferimento fisso e mobile gia
indicati il teorema dei moti relativi per le accelerazioni si scrive

31) ag=ap+agp+ag

dove

e ap ¢ l’accelerazione assoluta, cio¢ quella del moto rispetto a X;

e aj ¢ ’accelerazione relativa, cioé quella del moto rispetto S;

e aj ¢ l’accelerazione di trascinamento, i.e. quella del punto D pensato solidale a S, rispetto Z;
e aj, ¢ ’accelerazione di Coriolis.

Con altra notazione si puo scrivere anche

32) 633 = 633,4 + (734 + ag

e considerando le componenti tangenziale e normale delle accelerazioni si ha

—t -n _ =t —-Nn —t —-Nn =C
3.3) apztaps =apyst dpzst+aps+ags +ap

Per 1’accelerazione di Coriolis si ha

34) C_lg = 2(1_)4 X 1733'4_

e in modulo (utilizzando il diagramma polare del primo ordine per leggere vp3 ) si ha

rad

— — — 1
35) |agl = 2|@,l|Tpsa] = 2- 0727 44cm - 0-1?5 =0.63=

Costruisco ora il quadro riassuntivo delle accelerazioni 3.3 inserendo tutti gli elementi noti, in modo
da ricavare le incognite per via grafica:

Ahs | +aps | = psa | +ap3a +ag, +ag, +ag

0 | w?|BA| ? 0 a4|BC|(?) | wZ|BC]| 0.63:1—2 modulo
BA BC . BC .
— — L BC — L BC | versore
|BA| |BC| |BC|

Abbiamo una equazione vettoriale con due incognite scalari, dunque risolvibile. Per tracciare il
diagramma polare é necessario calcolare tutti i moduli noti. Misurando i segmenti direttamente sul
disegno e usando la scala delle lunghezze ho

2
|al,| = (3.14%) 0.25m = 2.46 %
3.6) ]
— rad 1 m
lat,| = (0.72 T) 9cm0.1m — = 0.46 %

Volendo avere, sul disegno, un’accelerazione agp, di 2.3 cm ricavo la scala delle accelerazioni:
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37) o,=0222

s2cm
e dunque i vettori rappresentativi delle accelerazioni hanno le lunghezze seguenti

|@ps| = 12.3cm
|ips] = 2.3cm

3.8) {

Leggendo 5, sul diagramma polare si trova

m 1 m

3.9) |ib,] =3.7cm = |ab,] = 3.7cm0.2 =0.74Z

s2cm s2
Per I’accelerazione angolare del glifo si ha pertanto
@bl = 0.74 73 & a,[BC| = 0.74 13 & @,09m = 0.74
Cioe

rad

3.10) ,(0.255) = 0.82°5

In base ala verso di jz5, ottenuto si deduce inoltre che I’accelerazione angolare ¢ oraria.

4. Cinematica del primo ordine della slitta. Ricorro al teorema dei moti relativi assumendo pero
questa volta come sistema di riferimento mobile il sistema S’ solidale al corpo 6. Per la velocita del
punto D si ha allora
41) v =7+ U}
dove

e v} élavelocita assoluta, cioe quella del moto rispetto a Z;

e v} e lavelocita relativa, cioé quella del moto rispetto S';
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e 7} e lavelocita di trascinamento, cioeé quella del punto D pensato solidale a S, rispetto X.

" pe

((JDB,s

Con un’altra simbologia comunemente in uso la 2.1 Si puo scrivere anche
4.2)  Vps = Upse + VUpe

D’altra parte

4.3)  Ups = Upsa + Ups & VUps = Upy

Dunque la 2.2 si scrive

4.4)  Upy = Upse + Ups

e possiamo costruire la tabella

Upy = 17D5,6 +7Vpe
w,|DC| ? ? modulo
1 DC vertic. oriz. versore

Ricavo I’intensita della velocita nota:

rad

45)  |Upsl = wa|DC| = 0.727=1.6m = 1.157

adottando la scala di rappresentazione a,, = 0.1%5 abbiamo il diagramma polare in figura, da cui
si ricava

m
nel = 11.2 = |vh | = |7 =11.2cm0.1 ——
[7psl cm |Vpe| = Mpeloy, cm S cm

e dunque la velocita della slitta &
46) |Tpgl = 1.12%

che e appunto la velocita della slitta 6.
75



5. Cinematica del secondo ordine della slitta. Ricorro ancora al teorema dei moti relativi
assumendo come sistema di riferimento mobile il sistema S’ solidale al corpo 6. Per 1’accelerazione
del punto D si ha

51) a%=aj+as+a

dove

e ajp ¢ I’accelerazione assoluta, cio¢ quella del moto rispetto a X;
e aj ¢ I’accelerazione relativa, cio¢ quella del moto rispetto S';
e aj, ¢ I’accelerazione di trascinamento, i.e. del punto D pensato solidale a S’, rispetto X;
e @y} ¢ ’accelerazione di Coriolis.
Con altra notazione si puo scrivere anche
5.2) aps =dpse t+ ape t ap
e considerando le componenti tangenziale e normale delle accelerazioni si ha
—~t -n __ =t -n —t =n =C
5.3) dps+ aps = Apse + Apse + dpe T Ape + ap
Per ’accelerazione di Coriolis si ha

54) C_lg = 2(1_)6 X ﬁD5,6 = 26 X ﬁD5,6 = 0

Costruisco ora il quadro riassuntivo delle accelerazioni 3.3 inserendo tutti gli elementi noti, in modo
da ricavare le incognite per via grafica:

s +aps = Apse | +apse +ape +ape +ap
a4|DC| | w?|DC]| ? 0 ? 0 0 modulo
. DC
1 DC p— vertic. orizz. versore
DC|

Abbiamo una equazione vettoriale con due incognite scalari, dunque risolvibile. Per tracciare il
diagramma polare € necessario calcolare tutti i moduli noti. Misurando i segmenti direttamente sul
disegno e usando la scala delle lunghezze ho

rad
52

m

16cm0.1m—=1312
cm

s2

|abs| = 0.82
5.6) -

_ d\? 1
sl = (0.727%) 16cm0.1m—— = 0.82%

SZ
Volendo avere, sul disegno, un’accelerazione a5 di 8.2 cm ricavo la scala delle accelerazioni:
m1

57) 0,=0.1

s2cm
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e dunque i vettori rappresentativi delle accelerazioni hanno le lunghezze seguenti

libsl = 131221 = 13.1cm

5.8) >0 .
— m

|‘L135| = 0825_20'_a = 825—2

Leggendo b, sul diagramma polare si trova

libel = 11.4cm = |ab| = 11.4cm0.1ﬂ—
s2cm

Dunque ho trovato

— — 1
5.10) |aps| = lahe| = 14.4cm0.15— = 1447

g o
b~

- T
/.(-(, ve

6. Conclusioni. Al termine dell’analisi cinematica per I’istante t = 0.25s si evidenziano le seguenti
constatazioni:

¢ larotazione del glifo € antioraria di velocita angolare w,(0.25s) = 0.72 %;
rad,
52

o larotazione del glifo e decelerata di accelerazione angolare a,(0.25s) = 0.82
e laslitta trasla verso sinistra con moto decelerato, di accelerazione |@pe(0.25s)| = 1.44 sﬂz
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Cinematica di una guida Fairbairn
1. Il quesito. Riconsiderato il meccanismo della parte seconda di questa esercitazione, si chiede di

ripetere la medesima analisi cinematica per I’altra configurazione della manovella compatibile con
la medesima configurazione del glifo.

%/

A

£
|}
e

(i

Calcolando I’angolo di cui ha ruotato la manovella ¢ possibile calcolare (anche se questo dato non &
necessario per 1’analisi che segue) I’istante in cui la manovella perviene alla seconda configurazione
indicata in figura, essendo nota w,. Si ha

160°
Wy =

St=—= = 0.88
w, 180°° S
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2. Cinematica del primo ordine del punto B. Si procede esattamente come nella parte seconda. La

tabella delle velocita si scrive

Up3 = Vg3 +Ugs,
w,|BA| ? w4|BC|() | modulo
LAB | IBC 1L BC | versore
Ricavo I’intensita della velocita nota:
2.1)  |Pgsl = w,|BA| = 3.14°%0.25m = 0.78%

adottando la scala di rappresentazione a,, = 0.1?$ abbiamo il diagramma polare in figura, da cui
si ricava

Foal = 6.8¢m = |Bpa| = [galo, = 6.8cm0.1 —— = 0,68

il che ci permette di concludere con la velocita angolare del glifo all’istante considerato:

5 0.682
0,(0.88s) = 222l _ L= 1447

|ﬁ| - 4.7cm0.1m—
cm

2.2)

6—‘ =0 |f'/‘r‘r| m "
R (XY
3. Cinematica del secondo ordine del punto B. Vale tutto quanto detto nel paragrafo 3 della parte

seconda. Costruisco il quadro riassuntivo delle accelerazioni inserendo tutti gli elementi noti, in
modo da ricavare le incognite per via grafica:

aps +ags = a_1t33,4 +ags 4 +ak, +ag, +ap
0 | wi|B4l ? 0 | aBE|(?)| w?|BC| 1.18?2 modulo
BA BC . BC .
— — 1 BC re— 1 BC versore
|BA| |BC| |BC|
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Per 1’accelerazione di Coriolis si € considerato che
o _
31) ap =204 X Upsy

e in modulo (utilizzando il diagramma polare del primo ordine per leggere vp3 ) si ha

rad

41cm-012 1 =1.182
s cm

s2

3.2) |ag| = 2|@yl|vpss| =2 - 1.44

N

Abbiamo una equazione vettoriale con due incognite scalari, dunque risolvibile. Per tracciare il
diagramma polare € necessario calcolare tutti i moduli noti. Misurando i segmenti direttamente sul
disegno e usando la scala delle lunghezze ho
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an| = rad)? —246™
- @] = (3.14™%) 0.25m = 2465

rad

2
@yl = (14479)" 47cm0.1m = = 0.97 %

Volendo avere, sul disegno, un’accelerazione ap; di 12.3 cm ricavo la scala delle accelerazioni:

m 1
34) (O 0.2 S_ZE

e dunque i vettori rappresentativi delle accelerazioni hanno le lunghezze seguenti

|@ps| = 12.3cm

35) {|,zg4| — 4.85cm

Leggendo a5, sul diagramma polare si trova
36) |ithsl = 15.60m = ap,,| = 15.6cm0.2 55— = 3.127
Per I’accelerazione angolare del glifo si ha pertanto
|apal = 3-12?2 & a,|BC| = 3.12?—2 S a4 7m = 3.122”—2
Cioe
rad

37)  @,(0.88s) = 0.66 75

Inoltre dal verso di jz%, si deduce che I’accelerazione angolare ¢& oraria.

4. Cinematica del primo ordine della slitta. Si procede come nel paragrafo 4 della parte seconda.
Possiamo costruire la tabella

Upg = Ups,6 +Vpg
w,|DC| ? ? modulo
LDC vertic. oriz. versore

Ricavo I’intensita della velocita nota:

rad

45)  |Upsl = wy|DC| = 14475 1.6m =237

Adottando la scala di rappresentazione g, = 0.2 ?i abbiamo il diagramma polare in figura, da cui
si ricava

m
M- = 10.4cm = |Un:| = |7 =10.4cm0.2 ———
176l cm = |Upgl = [7pelo, cm s om
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e dunque la velocita della slitta &
46) |Upgl = 2.08?

che e appunto la velocita della slitta 6.

e
‘Y045

¥

J

§ -
VDE

5. Cinematica del secondo ordine della slitta. Si ripete ’analisi fatta nell’omonimo paragrafo
della parte seconda. Costruisco il quadro riassuntivo delle accelerazioni 3.3 inserendo tutti gli
elementi noti, in modo da ricavare le incognite per via grafica:

s +aps = Apse | +apse +ape +ape +ap
a4|DC| | w?|DC]| ? 0 ? 0 0 modulo
. DC
1 DC — vertic. orizz. versore
|DC]

Abbiamo una equazione vettoriale con due incognite scalari, dunque risolvibile. Per tracciare il
diagramma polare € necessario calcolare tutti i moduli noti. Misurando i segmenti direttamente sul
disegno e usando la scala delle lunghezze ho

—t | _ rad 1 m

56) |@ps| = 0.66—-16cm0.1m — = 1.05
) — rad\? 1 m
|@s| = (1.447%) 16cm0.1m— = 33175

Volendo avere, sul disegno, un’accelerazione aps di 13.24 cm ricavo la scala delle accelerazioni:

57) o, =025221

s2cm
e dunque i vettori rappresentativi delle accelerazioni hanno le lunghezze seguenti

|ibs| = 4.2cm

>8) {lﬂBS = 13.24cm

Leggendo ji} sul diagramma polare si trova

1te| = 6.7 abe|l = 6.7 025m
|@pel = 6.7cm = |ape| = 6.7cmO. 2om

cm
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Dunque ho trovato

5.10) |a@ps| = lahsl = 1675

6. Conclusioni. Al termine dell’analisi cinematica per I’istante t = 0.88s si evidenziano le seguenti
constatazioni:

¢ larotazione del glifo ¢ oraria di velocita angolare w,(0.88s) = 1.44 %;

. . R . . d
o larotazione del glifo € accelerata di accelerazione angolare a,(0.88s) = 0.66 TSLZ;

o laslitta trasla verso destra con moto accelerato, di accelerazione |aDG(0.88s)| = 1.67 sﬂz
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Cinematica di un quadrilatero articolato

1. Il quesito. E’ assegnato il quadrilatero articolato le cui aste sono definite dalle seguenti misure

l2 = 0.2m
l3 = O-Sm
l1 = 08m

Sia inoltre assegnata la rotazione della manovella, la sua velocita angolare e la sua accelerazione
angolare, secondo quanto segue

0, = 20°

. 21 401 rad

1.2)  {6,(t) =400— = —~41.88—
6,(t) =0

Ya 1
Y2
4o
Y3
Va

B7/: 21 It B

Si richiede di effettuare I’analisi cinematica del meccanismo attraverso il metodo delle equazioni di
vincolo, e in particolare di ricavare

1.3) velocita angolare e accelerazione angolare delle aste 3,4;
1.4)  velocita e accelerazione dei punti di mezzeria M5, M,.

2. Considerazioni generali. In questo paragrafo richiamo la teoria sull’analisi cinematica dei
meccanismi attraverso 1’uso delle equazioni di vincolo. Dato un meccanismo caratterizzato dai

seguenti parametri

n numero delle coordinate lagrangine sovrabbondanti

2.1) p numero delle equazioni di vincolo indipendenti
F gradi di liberta residui

siano

22) {g}={11 22 - qa}7
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le n coordinate lagrangiane sovrabbondanti, e siano

¥1(q1,92, -+, qn) =0
2.3) ¥,(q1,492, -, qn) =0 o (W(g)} = {0}

qu(qb qz; -, qn) =0

le p equazioni di vincolo. E’ opportuno ricondursi a equazioni di vincolo che siano indipendenti
fra loro, ovvero tali che ognuna di esse imponga una condizione diversa alle n coordinate
lagrangiane; la condizione di indipendenza fra le equazioni di vincolo coincide con la condizione di
rango massimo per la matrice

6‘111 6‘111
0q4 T dan
aql e m

Infatti la riga i-ma della matrice 2.4 e costituita dalle componenti di un vettore normale alla
superficie W;(q4,93, .--,qn) = 0 dello spazio n-dimensionale, nel punto (q4,q5, ..., q,); dunque
imporre il rango massimo alla matrice 2.4 coincide con la condizione che le p superfici 2.3 abbiano
tutte diverso piano tangente nel punto (q4, g2, -, Gn)-

Cio posto si puo stabilire per i parametri in 2.1 la seguente relazione

25 F=n-p

Infatti il numero di gradi di liberta residui F (che possono essere calcolati ad esempio con la
formula di Kutzbach) sono una proprieta del meccanismo, indipendente dalla scelta delle coordinate
lagrangiane sovrabbondanti; se poi abbiamo p equazioni di vincolo indipendenti fra loro, allora
posso esprimere (a meno di configurazioni critiche) p coordinate in funzione delle altre n-p, ovvero
ottengo un meccanismo con n-p gradi di liberta; ma dovendo essere F il numero di gradi di liberta,
si trova la 2.5.

Si effettua allora una partizione delle coordinate lagrangiane sovrabbondanti, evidenziando F
coordinate che si assumono come indipendenti -che indichiamo {v}- mentre le restantin — F = p
coordinate sono indicate {u}. Si ottiene cosi il vettore

26) {gy={w1 Uy - Up|vy vV, .. VT
Ebbene il teorema di Ulisse Dini (o delle funzioni implicite) permette di affermare che il sistema

2.3 puo essere esplicitato rispetto alle coordinate {u} nel punto {gq}, qualora risulti non nullo il
determinante della matrice quadrata

v, ow
ou, = op
27)  [Yu(@)] = o, " ou,
duy T Odup

nel punto {q} stesso. Nella pratica poi, ottenuta la garanzia da parte del teorema di Dini della
possibilita di esplicitare le 2.3 rispetto le {u}, si deve spesso ricorrere a metodi numerici per
pervenire al risultato, essendo le equazioni 2.3 potenzialmente equazioni trascendenti. Uno di questi
metodi € quello di Newton-Raphson la cui i-ma iterata si scrive
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28) {u@*V} = {u®} - [lpu(u(i))]_l{lpu(u(i))}

Per 1’analisi cinematica del primo ordine si derivano nel tempo le equazioni di vincolo 2.3
ottenendo

6‘1’1 . 6‘1’1 a"IJl
. hto, ettt 50 =0
oW, . oW, . a\pz _ .
2.9 ia;%+ G2 4520 = 0 o [w,(@)](g) = (0)
oW, . | 0¥ vy |

Utilizzando la partizione delle coordinate abbiamo anche

. . oW v 0w
Ly =Lty + e+ 211 ) 1 Lo 4 e 1y
| 0w 7 ou, 2 p| (617 v1+av2v2+ t o O )
v, . 0w, . awz alpz awz . ow,
zm)%u%+%%+ %%¢+ +5,, vzt t 5T L = (0)
0w, . 0w, . alpp | |awp . 0w, . oW, .
Laul U + du, Up + - aup up) kavl v+ v, V2 + Vg vF}
che in forma matriciale si scrive
v, 0¥, oW1 0w, 0¥, 0¥, 1
ou; Ouy dup Uy ov, ov, T Ovg vy
v, oW, v, i v, 0¥, v, >
2.11) |ow w7 9w, 2l plov ov, 7 avp({ 2 ={0}
v, 0w, ow, | \Up 0¥, 0¥ ow, | \Ur
[u;  du, T Oupd Lov,  dv, T Ovpd
Introdotta allora la matrice
'6‘1’1 6‘1—'1 6‘4‘1-
ov, ov, T Ovg
212) [V, (q)]=|0v. o0ov2 ™ vk
oW, 0¥, v,
Loy, v, T v

la 2.11 si scrive

213) [W,]{u} + [P, ]{v} = {0}

da cui si ricavano le derivate prime delle variabili dipendenti

2.14) {W} = —[¥ I W {7}

Per I’analisi cinematica del secondo ordine si procede derivando nel tempo la 2.13 ricordando che
per la derivata del prodotto di matrici valgono le stesse regole note per il prodotto di funzioni (la
dimostrazione e immediata); si ha
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LT PRI h
) + [P+

{v} + [P, {7} = {0}
Esplicitando rispetto al vettore delle derivate seconde delle variabili dipendenti si conclude quindi
215) {it} = —[%,)7 (T @) + TE ) + [, 1(5))

3. Gradi di liberta residui del quadrilatero articolato. Prima di procedere con 1’analisi
cinematica del meccanismo in parola dimostro che i gradi di liberta residui sono pari a uno. A tale
scopo si osserva che 1’applicazione della formula di Gribler nel piano porge

31) F=A1-1)-2j;—j,=3(4-1)—2-4=9-8=1

dove si ricorda che A e il numero di gradi di liberta del corpo non vincolato (6 nello spazio e 3 nel
piano), [ & il numero di membri, j; € il numero di coppie inferiori (da due gradi di vincolo ciascuna)
e j, € quello di coppie superiori (da un grado di vincolo). Detto allora n il numero di coordinate
sovrabbondanti, il numero di equazioni di vincolo indipendenti sara necessariamente

32) p=n-1

4. Analisi cinematica del primo ordine con le coordinate assolute. Il vettore delle coordinate
lagrangiane sovrabbondanti &

41) {q}" ={x2 y2 05 x3 y3 64 x4 y» 0,}7
il quale viene sottoposto alla partizione
42) {gf" ={uv} ={x2 Y2 03 x3 y3 0, Xa Y4|6,}"

Essendo n =9, la 3.2 predice che le equazioni di vincolo indipendenti sono p =n—F = 8. Le
equazioni di vincolo, immediatamente deducibili dalla figura sono

!
( Xy — 2080, )

Vo — %sin 0,
—Xy — %cos 03 + x3 — l;zcos 0,
l3 . lZ :
-y, —=sinfz + y; —=sin 0,
43) (W@} = (Pami={ ,° ? b
— €053 —x3 ——cosf, +x,
—%sin 03 —y3 — %sin 04 + Vs

!
Xy +;4cos 0, — 1,

| Ya +l;4sin 0, y

Lo jacobiano relativo alle coordinate dipendenti si scrive
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4.4)

'6‘1’1 6‘%’1 6‘1’1 6‘?1 6‘1’1 6‘?1
6x2 63/2 693 6X3 6y4 694
0¥, ¥, J¥, J¥, 0¥, oY,

[V, (W] =|3x, 9y, 065 09xs 0y, 06,

e a conti fatti si ha

4.5)

0 0
1 0

o o

1
0

0 0
0 0
-1 0 1 0

N &

sin 65

W, (WI={ 0 o %sin93 -1 0 %‘*sin@4 1 0

-axz 6y2 693 8x3 6y4 894

o © O

oY,
0x4
v,
0xs

6x4

o © O

0 —1 —l;3cos93 0100 0

0 O —%cost% 0 -1 —%"cos&; 0 1
00000—%“sin9410
00000%(:059401

0‘{’1'

04
0¥,

04

0y,

0

Per avere il vettore delle coordinate dipendenti in funzione della coordinata indipendente assegnata
6, si applica il metodo numerico 2.8 il quale nel caso presente si scrive

4.6)

(0, DY (x,O)
3, G+ y,®
93(i+1) 93(0
(i+1) 0
) ;C,z(m) (= ;C,z(i) [~
0,0 | |,®
) B PO
)y, @)

0000O0TO0O
1000000
l ,

—1 %sineg,(l) 100 0 0

l ,
0 —1 _gcose;l) 0100 0

l ,
0000 0 —%sinm(‘) 10

l ,
00000 E‘*coseﬁ) 0 1

88

l . l .
0 0 %sin93(1) -1 0 fsineﬁ 10

l . l )
0 0 _53(:0593(1) 0 -1 —%cos&l@ 0 1

o1
x, D — Ezcos 0,

y,® — Ezsin 0,

N1 . oo
—x,® — %’cos 0,® + x;@ — Ezcos 0,
N/ . N
—y,® — %sin ;% + y,® — %sin 0,
! , l : .
—2c0s0;D —x; — 2c0s6,? + x,@
2 2
l . L - .
— 53 sin ;Y — y,® — gsin 6, + y,®

l ; .
%cos 0,V +x,0—1,

) l .
y,® + %sin 94(‘)




Per I’analisi cinematica del primo ordine, osservato che la matrice 2.12 si scrive nel presente caso

_&_
26,
ow - -
TOZZ %Sinez
0% —l—ZCOSQZ
26, 2
0¥, 2 sin g,
47y ¥, =|2%]=| "
' v a¥s| | —2cos 6,
26, 20
W
26, 0
ki 0
90, L 0 -
0%s
Fra
la espressione 2.14 porge
- 100 0 00 00 T, ]
. 01000000 25ineg,
(%2) Lo 1 2
V2 —1 0 - sinf; 0000 —Zcos 6,
. l3
23 0 -1 —;COSH3 0 1 0 0 O %Singz
3| _ I3 . Ly . ;
4.8) <}73>__ 0 0 ;351n93 -1 0 ;451n94 10 —%cos@z {62}
6, 0 0 —%cos% 0 -1 —%’cos&} 0 1 0
Xy ly . 0
Ly4J O O 0 O O _;Sln94 1 O 0
0 000 0 Zcost, 0 1 | I U

5. Analisi cinematica del secondo ordine con le coordinate assolute. Per I’analisi cinematica del
secondo ordine € necessario derivare i jacobiani 4.5, 4.7 ottenendo le matrici

00000O0GO0TO00O
00000O00O0TO00O
0 0 Zf3c0s6; 0 0 0 0 0

0 0 20;sin6; 0 0 0 0 0
AWy, . .
51) |, 205c050; 0 0 26, cos6,

0 0

ls s . ly o .

0 0 ;93sm93 0 0 ;94sm94 0 0
00000 —2f,cos6, 0 0
0 0

0 0 0 0 —26,sin6, 0
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dlw,] _ |2

5.2) at %292 sin 6,
0
0
0

i 0 |

Sostituendo le 5.1, 5.2 nella 2.15 abbiamo in fine

(%2
Y2
05
¢
53) (.2t =
V3
04
X4
)
1000000 0 o 0000O0TO0TO 0O
01000000 0000O0UO0TO 00O ;
. 2
-1 0 2sinf; 1 0 0 0 0 0 0 Z6;c0s6; 0 0 0 0 0 ¥y
0 -1 —%cose3 01000 0 0 %égsineg 00 00O 03
-{ 0 0 Zsing, -1 0 “sing, 1 0 0 0 S6.c0s0, 0 0 “6,c0s0, 0 0|43+
 Sin 6 5 sin b, > 03 cos 63 > 04c0s 0, s
0 0 —%300593 0 -1 —%‘cos&; 0 1 0 0 %39'3sin93 0 0 %49'4sin94 0 0f|bs
. X
0000 0 —2sing, 1 0 00000 —*6,cos0, 0 0 y.:
00000%‘c059401 00000—%94sin9400
o . S .
1;292 cos 6, ?zsm )
1;29.25in92 —%COSQZ
1—29'2 cos @, Lgin 6,
2 . 2 .
26, sin 0, (0} + —%cos@z {02}
0 0
0 0
0 0
0 0

Si osserva che il quesito 1.3 trova risposta direttamente attraverso le 4.8, 5.3 che forniscono in
particolare 65, 8,, 65, 6,.

6. Algoritmo risolutivo. Per effettuare 1’analisi cinematica nel caso delle coordinate assolute sono
state scritte in Fortran le seguenti unita:

e [’unita chiamante main_ese_13 a, la quale si occupa del calcolo delle derivate prime e
seconde delle variabili dipendenti;
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e il modulo mod_ese 13 a, il quale contiene le costanti geometriche 1.1, 1.2 del problema,
oltre alle seguenti procedure di modulo:

e subroutine inverse (scaricata dal sito della ODU University) la quale si occupa di
invertire la matrice jacobiana 4.5;

e subroutine parallelogramma la quale permette di rappresentare nel piano Ayxy la
configurazione del parallelogramma alla generica iterazione del metodo Newton-
Raphson;

e subroutine diagramma_resto la quale esegue il grafico della norma del vettore resto
in funzione del numero di iterazione.

Il diagramma di flusso complessivo e indicato in figura, dove non si entra nel dettaglio della
applicazione del metodo Newton-Raphson per il calcolo della configurazione congruente, essendo
questa parte gia stata discussa ampiamente in altra sede.

Inizio

4

Calcola una delle due configurazioni congruenti con ’angolo di manovella
assegnato; quale delle due dipende dall’initial guess imposta. Per effettuare
questo calcolo sia avvale del metodo numerico di Newton-Raphson.

Calcola la matrice jacobiana della variabile indipendente.

\
Calcola le derivate prime delle variabili dipendenti attraverso la 2.14.

y
Calcola le derivate seconde delle variabili dipendenti attraverso la 2.15.

Calcola le funzioni cinematiche dei punti M5, M,

fine

7. Esecuzione del programma per le coordinate assolute. Il programma utilizza come initial
guess la seguente configurazione

7.1) xZ = 40 yz = 20 93 = 110° .X3 =40 y3 = 60 04 = _800 X4 = 70 y4_ = 80

e perviene alla configurazione congruente con 1’angolo di manovella, data da
9

X2 Y2 03 X3 Y3 04 X4 Va

9.396926 | 3.4202013 | 70.55076 | 27.118143 30.413828 -50.46595 | 57.72122 26.993628
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Riporto la rappresentazione della

pongruente ottenuta:

-20.0

oo T g cxg o T [ e ona

a0+
000 +
BLO T .1

[0

=300 [=1=] 2o LD Ea mn 1 a T .-E.'i [=1=] 2o f k) (0] Lhki]

Riporto direttamente dal Prompt I’output dell’esecuzione del programma che segue
cinematica attraverso le coordinate assolute.

La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 3 e' -18.425283

La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 4 e' -10.783358

La accelerazione angolare (rad/s”2) dell'asta 3 e' -259.65527
La accelerazione angolare (rad/s”2) dell'asta 4 e' 584.71075
La velocita' del punto M3 ha modulo 650.86505

Le sue componenti x,y sono 147.81686 633.8576

La velocita' del punto M4 ha modulo 377.41754

Le sue componenti x,y sono 291.08194 240.24008

La accelerazione del punto M3 ha modulo 37044.555

Le sue componenti x,y sono -29680.682 -22166.557

La accelerazione del punto M4 ha modulo 20865.635

Le sue componenti x,y sono -13192.869 -16165.484

Dunque le risposte ai quesiti 1.3, 1.4 sono rispettivamente

7.2)

7.3)

(w3 = 65 = —18.4252832
az =6 = —259.65527512
Wy =0, = —10.7833585

( a, =6, = 584.710755

(( Vyazy = %3 = 1.4781686 %
Vyzy = V3 = 6.338576%
Apax = X3 = —296.80682 ?
\ayay = J3 = —221.66557 =
(Vppax = %4 = 2.9108194 ?
Vpay = Vo = 2.4024008?
Appay = ¥g4 = —131.92869%
(\Qusy = s = —161.65484

= Vyg = 6.5086505%
= Ays = 370.44555522
> Vyg = 3.7741754%

> Ay = 208.65635522

92

configurazione assegnata come initial guess e di quella

(1)

I’analisi



8. Analisi cinematica del primo ordine con le coordinate naturali. Per coordinate naturali si
intendono quelle delle cerniere A, B. In questo caso allora il vettore delle coordinate lagrangiane
sovrabbondanti e dato da

81) {q}"={a x5 Y5 Xa}f
il quale viene sottoposto alla partizione
82) {q} ={ulv}' ={a x ¥slxs}"

Essendo n = 4, la 3.2 predice che le equazioni di vincolo indipendenti sono p =n—F = 3. Le
equazioni di vincolo, immediatamente deducibili dalla figura sono

o +yi-
83) (Y(@}={YWlv)}=0p—x)>+Qp—y)*—-15;=0
yi+ (L —xp)* — 13

Lo jacobiano relativo alle coordinate dipendenti si scrive

v, v, 0¥,
dys Oxp 0Oyp 2V, 0 0

ow v ov

84) [P.Wl=|57 52 550|= 205 —ya) 20 —x1) 2(y5 —ya)
[6& 2%; aij 0 —2(i=xp) 2y
dya Oxp Oyp

Per avere il vettore delle coordinate dipendenti in funzione della coordinata indipendente assegnata
x4 Si applica il metodo numerico 2.8 il quale nel caso presente si scrive

yA(i+1) YA(i)
85) dxy@tDl=1Jyp O _
yB(i+1) yB(i)
2y,® 0 0 ! x4 + yA(i)z — 12
12059 =349) 2@ —x) 20559 =1 @)| L (D = x)’ + (5© — 3, @) — 2
0 _2(11 — xB(i)) ZyB(i) yB(i)z + (l1 _ xB(i))z _ lZ

Per I’analisi cinematica del primo ordine, osservato che la matrice 2.12 si scrive nel presente caso

ZXA
8.6) [V,(v)]= [—Z(XB - xA)]
0

la espressione 2.14 porge

-1

Ya 2Ya 0 0 2x,
8.7) {553} =— |20 —ya) 2(xp—x4) 2(yp—ya) [—Z(xB — xA)] {x,4}
VB 0 —2(ly — xp) 2yp 0
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9. Analisi cinematica del secondo ordine con le coordinate naturali. Per 1’analisi cinematica del
secondo ordine € necessario derivare i jacobiani 8.4, 8.6 ottenendo le matrici

2y, 0 0
9.0) =20y, -y, 20-%) 2075,
0 2%g 29,
AL ] 2%,
92) —*r= [—Z(xB—xA)]
0

Sostituendo le 9.1, 9.2 nella 2.15 abbiamo in fine

Va 2y, 0 0 Va
9.3) {553} =—|=2(p—ya) 2(xg—x4) 2(vg—Ya) {563} +
y 0 21p A7

VB 0 =2(l; — xp) 2yg

2%,
—2(xp — XA)l {%a}
0

; 2y, 0 0
(l—Z(J"B —Va) 20k —x4) 2(¥p — Ya)

2%y
[—Z(XB - XA)] {xa3 +
0

Si osserva che se la variabile indipendente € x,, essendo assegnate velocita, accelerazione e valore
di 6,, sara necessario considerare che

x4 = lyco0s6,
94) ).CA = _lzézsingzz
X.A = _lz (ézSinez + 92 COS@Z)

Per ottenere la risposta al quesito 1.4 si osserva che

__ XAptXp
(x5 =
yAtYB
V3 ==
2
95) 1\ _ it
4T
_YB
\Ys =5

e quindi derivando si ha

e Xpa+XB
r"7M3x =X3 =,

. _yatys
Vmzy =¥V3 =

9.6) A ;

_ _ XB
UMax = X4 = —

. _YB
\Umay = V4 =
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TR jéA+5éB
raMsx =X3 =T
s _Vatis
Amzy = Y3 ==
9.7) .
o XB
Amax = X4 = =
. _ VB
\ Amay = Va =

Per quanto concerne il quesito 1.3 si consideri invece che

.X.'A .« A~ B :X.:A . A~
Uy, = Vg + Upppa = {yA} + 03k X AM5 = {yA} + 03k X
0 0
Xa i J k X4
= {YA} + 0 0 0, = {YA
0 X3—X4 Y3—Ya O 0
o —(l; —x4)
Uy, = Up, + Um,p, = Oak X BoM, = 0,k x{ Va } =
0

_ Ya
= —0, {11 - x4}
0

Confrontando quindi con le 9.6 abbiamo trovato che

r5CA - 93(3’3 —Y4) = %
Yo+ 03(x3 —x,) = y‘qzﬂ
9.8) T
—0,y, = >
\ —94(11 —X4) = ij

da cui, in particolare, segue

__ YB—Ya

37 2(x3-x4)

9.9)

(1)3 = 93 = zB_zA

9.10) B-Xa
. xg

(1)4 — 94 — _;

Derivando ulteriormente si ha

s = 93 _ (B=Ya)xp—x4)—(¥p—ya)(kp—%4)
(xp—x4)2
XBYB—XBYB
yg?

9.11) )
a4=94=

95

X3 — Xa
{3’3 —}’A} =
0
_{%m—m?
+ 039 x5 —xy4
0
i j ok
0 0 6,
—(lh=x4) yu O




10. Algoritmo risolutivo. Per effettuare I’analisi cinematica nel caso delle coordinate naturali si
procede come nel caso delle coordinate assolute. Tuttavia utilizzando la configurazione congruente
gia calcolata precedentemente si puo saltare la parte della ricerca della configurazione. In definitiva
sono state scritte in Fortran le seguenti unita:

e [’unita chiamante main_ese_13 b, la quale si occupa del calcolo delle derivate prime e
seconde delle variabili dipendenti;
e il modulo mod_ese 13 b, il quale contiene le costanti geometriche 1.1, 1.2 del problema,
oltre alle seguenti procedure di modulo:
e subroutine inverse (scaricata dal sito della ODU University) la quale si occupa di
invertire la matrice jacobiana 7.4;
e subroutine parallelogramma la quale permette di rappresentare nel piano Ayxy la
configurazione del parallelogramma alla generica iterazione del metodo Newton-
Raphson.

11. Esecuzione del programma per le coordinate naturali. Per assegnare la configurazione
iniziale si considerino le seguenti trasformazioni dalle coordinate assolute alle coordinate naturali:

x4 = 1, cos B,

ya = 1l,sin6,
xp = l3cos 03 + 1, cos O,
yg = l3sinf3 + 1, sin 6,

11.1)

Quindi si usi la configurazione congruente ricavata con la esecuzione precedente (vedi paragrafo 6),
ovVvero

X2 Y2 03 X3 Y3 04 X4 Va

9.396926 | 3.4202013 | 70.55076 27.118143 30.413828 -50.46595 | 57.72122 26.993628

che va sostituita nelle 11.1. Allora il programma main_esel3 b fornisce i seguenti risulatati, presi
direttamente dal prompt:

La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 3 e' -18.425283

La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 4 e' -10.783358

La accelerazione angolare (rad/s*2) dell'asta 3 e' -259.6553
La accelerazione angolare (rad/s"2) dell'asta 4 e' 584.7109
La velocita' del punto M3 ha modulo 6.5086503

Le sue componenti x,y sono 1.4781685 6.3385763

La velocita' del punto M4 ha modulo 3.7741752

Le sue componenti x,y sono 2.910819 2.402401

La accelerazione del punto M3 ha modulo 370.4456

Le sue componenti x,y sono -296.80682 -221.66559

La accelerazione del punto M4 ha modulo 208.65636

Le sue componenti x,y sono -131.9287 -161.65486

Ovvero si ottengono i risultati seguenti, coincidenti con quelli calcolati utilizzando le coordinate
assolute e riportati in 3.1, 3.2.
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(W = 63 = —18.425283£
as =0, = —259.6553512
Wy =0, = —10.783358§
| a, =6, = 584.71092

11.2) |

( (Vmzx = %3 = 1.4781685 = .
. St = vy = 650865035
Vmsy = V3 = 633857637 s

Aupax = %3 = —296.80682 = .
) ot D ays = 3704456 =
ang = y3 = _22166559? S

( Vpax = X4 = 2910819 = .
. St oy, = 377417525
vM4_y = y4_ = 24‘024‘01: S

Apzx = X4 = —131.9287? "
= ay, = 208.65636 —
\laM3y =Yy = —161.65486% M4 52

11.3)

12. Metodo dei diagrammi polari. Per applicare questo metodo si determina la configurazione del
meccanismo per via geometrica. Si consideri poi la equazione vettoriale

121) 1_7)3 = ﬁA + ﬁBA

per la quale si costruisce la tabella

-

Up =Ty +tVga

? w,|AB]| ?

_— | —

1B, | LA,A 1L AB

da cui si verifica la presenza di due sole incognite scalari; quindi I’equazione ¢ risolvibile. Per il
vettore noto v, si ha

rad

12.3) |9, = w,l, = 41.887°20.2m = 8.376?

s
Adottando una scala di rappresentazione per le velocita data da

124) o, =1.0—2

cm s

si perviene al diagramma polare indicato in figura.
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2cm

Dalla lettura del diagramma polare si ricava

|1_7>B| = 75cm Oy = 75%

12.5) {

|1_7)BA| =9.2cm - oy = 92?
da cui le velocita angolari delle aste 3,4:

{|w4l4| = |1_7>B| = Wy = _10715

lw3ls| = |Upal = w3 = —18.40£
Le velocita dei punti di mezzeria M5, M, si ricavano direttamente dal diagramma:

|Basz| = 2.3cm - oy = 4.6

12.7) { s

|[Vyal = 1.9cm - 0y, = 3.8~
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Per quanto riguarda 1’analisi cinematica del secondo ordine si consideri che per 1’asta

scrivere I’equazione
12.8) ah+dp =d} +db, +diy,

che si traduce nella tabella seguente

ak +ad}p = dy +dk, +ad%,
? w}|BoB| | w?|4,A] ? w3|BA|
L B,BE | | BB I 4,4 1 BA | BA

Per i moduli noti delle accelerazioni si ha
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|d%| = wil, = 80.295%
12.9) {ld}| = w3l, = 350.78522

\ldgal = w3l = 169.28 %

Fissando la scala di rappresentazione

2
12.10) g, = 40.0 2=
cm
si ottiene il diagramma polare in figura, da cui si ricava
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|d5| = 10.0cm - g, = 400.0522

12.11
) |dfal = 1.2cmo, = 132.05
e quindi
>t
Ay = 95| _ 571.4L2
12.12) 0.7m s
az = — ';ng = —-264.0;

Per I’accelerazione dei punti M5, M, si deduce dal diagramma polare che

ldys| = 4.5cm -0, = 360.05%

12.13) {

|dual = 1.9cm - oy = 168.05

Gy = 40 miat
v

13. Moto della biella. Si ricava facilmente il centro del moto, essendo note le direzioni delle
velocita di B e di A. Si consideri ora che 1’espressione di Euler-Savary nella seconda formulazione
permette di scrivere

131) P31A2 = QAA . A,A

Considerando che Q, é A,, abbiamo
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P3;A%2  (0.45m)?
Q44 0.2m

13.2) A'A= = 1.01m

Posso cosi individuare il punto A’ sul disegno, ottenendo un secondo punto della circonferenza dei
flessi. Ricavo ora y:

13.3) y =tan™! (%) = 37.42°
3

Ricavo altresi la distanza del centro delle accelerazioni da B

ldg| = BK /a% + wi =

134) BK = 2L — 0.97m

2 4
asz +0)3

Resta cosi individuato il centro delle accelerazioni K. Ma allora & possibile determinare la
circonferenza dei flessi F come quella circonferenza che passa per K, P;,, A’.

Poiche il punto A ha solo accelerazione normale, segue che per esso passa la circonferenza di
stazionarieta S. Inoltre tale circonferenza deve passare per K, Ps;,; dunque resta univocamente
determinata.

14. Codice principale per la soluzione con coordinate assolute. Questo codice rappresenta il
programma principale che calcola i risultati 7.1, 7.3.

PROGRAM main_ese_13_a

USE DISLIN  llibreria grafica
USE mod_ese_13_a

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro il vettore delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(8,100)::u

ldichiaro il vettore delle velocita delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(8)::u_p

ldichiaro il vettore delle accelerazioni delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(8)::u_p_p

Idichiaro dei vettori che servono al calcolodiu_p_p
REAL,DIMENSION(8,8)::u_p_p_1
REAL,DIMENSION(8)::u_p_p_2,u p_p_3

ldichiaro la funzione delle equazioni di vincolo
REAL,DIMENSION(8,100)::psi

Idichiaro la matrice jacobiana delle u, la sua derivata e la sua inversa
REAL,DIMENSION (8,8,100)::J

REAL,DIMENSION (8,8)::j_p

REAL(KIND=8),DIMENSION (8,8)::invj

Idichiaro la matrice jacobiana delle v e la sua derivata
REAL,DIMENSION (8)::j_v

REAL,DIMENSION (8)::j_v_p

ldichiaro il vettore dei resti

REAL,DIMENSION(8,100)::resto

Idichiaro la norma del vettore dei resti
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REAL,DIMENSION(100):: norma

Idichiaro i valori di innesco delle coordinate
REAL::x2 = 40.

REAL::y2 = 20.

REAL::theta3 = 110%(3.1415927/180)

REAL::x3 = 40.

REAL::y3 = 60.
REAL::theta4=-80.%(3.1415927/180)
REAL::x4=70.

REAL::y4= 80.

Idichiaro le derivate prime e seconde delle coordinate
REAL::x2_p, X2_p_p

REAL::y2_p,y2_p_p

REAL::theta3_p, theta3_p_p

REAL::x3_p, x3_p_p

REAL::y3_p,y3_p_p

REAL::thetad_p, thetad_p_p

REAL::x4_p, x4_p_p

REAL::y4_p,y4_p_p

Idichiaro le funzioni cinematiche relative ai punti M3, M4
REAL::vxM3, vyM3, vM3

REAL::vxM4, vyM4, vM4

REAL::axM3, ayM3, aM3

REAL::axM4, ayM4, aM4

laltre variabili di lavoro
REAL(KIND=8),DIMENSION(8,8)::matrix
INTEGER::i lindici dei cicli

CHARACTER(len=10):: chiusura !serve per chiudere il programma
Isezione esecutiva

Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp
CALL BMPMOD (300,'inch','resolution')
linizializzo i valori d'innesco di u

u(1,1) =x2

u(2,1)=y2

u(3,1) = theta3

u(4,1) =x3

u(5,1) =y3

u(6,1) = thetad

u(7,1) =x4

u(g,1)=ya

linizializzo la matrice jacobiana con i valori costanti
j(z,:,:)=0.

j(1,1,:) = 1.
j(2,2,:) = 1.
j(3,1,:) =-1.
j(3,4,:) = 1.
j(4,2,:) =-1.
j(4,5,:) = 1.
j(5,4,:) = -1.
j(5,7,:) = 1.
j(6,5,:) = -1.
j(6,8,:) = 1.
j(7,7,:) = 1.
j(8,8,:)=1
linizializzo il vettore resto
resto=0.

Iciclo del metodo Newton-Raphson
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i=0.

ciclo: DO

i=i+1

x2  =u(1,i)
y2  =u(2,i)
theta3 = u(3,i)
x3  =u(4,i)
y3  =u(5,i)
thetad = u(6,i)
x4 =u(7,i)
v4  =u(8,i)

Icalcolo la matrice jacobiana
j(3,3,i) = (0.5)*I3*SIN(theta3)
j(4,3,i) = -(0.5)*I3*COS(theta3)
j(5,3,i) = (0.5)*I3*SIN(theta3)
j(5,6,i) = (0.5)*14*SIN(theta4)
j(6,3,i) = -(0.5)*I13*cos(theta3)
j(6,6,i) = -(0.5)*|14*cos(theta4)
j(7,6,i) = -(0.5)*I4*sin(theta4)
j(8,6,i) = (0.5)*l4*cos(thetad)
Icalcolo I'inversa della matrice jacobiana
matrix(:,:)=j(:,:,i)
CALL inverse(matrix,invj,8)
Icalcolo la funzione psi
psi(1,i) = x2 - ((0.5)*12*COS(theta2))
psi(2,i) = y2 - (0.5)*I12*SIN(theta2)
psi(3,i) = x3 -(13*0.5)*COS(theta3) - x2 - (I12*0.5)*COS(theta2)
psi(4,i) = y3 -(13/2.)*SIN(theta3) - y2 - (12*0.5)*SIN(theta2)
psi(5,i) = x4 -x3 -(0.5)*I3*COS(theta3) -(0.5)*14*COS(theta4)
psi(6,i) = y4 -y3 -(0.5)*I13*SIN(theta3) -(0.5)*14*SIN(theta4)
psi(7,i) = x4 - 11 + (0.5)*14*COS(theta4)
psi(8,i) = y4 + (0.5)*14*sin(thetad)
Icalcola il vettore resto
resto(:,i)=MATMUL(invj,psi(:,i))
Icalcola la norma del resto
norma(i)=SQRT(DOT_PRODUCT(resto(:,i),resto(:,i)))
Idisegno il parallelogramma alla iterata i
CALL parallelogramma(x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,theta4,i)
lverifico il valore della norma e in caso esco
IF (norma(i)<=0.01) EXIT ciclo
Icalcola le coordinate della iterata successiva
u(1:8,i+1)=u(1:8,i)-resto(1:8,i)
END DO ciclo
iter_i=i
iter_r = REAL(iter_i)
ITraccio il diagramma del resto
CALL diagramma_resto (norma)
WRITE(*,*) "inversa dello jacobiano delle variabili dipendenti"
WRITE(*,*) invj(1,:)
WRITE(*,*) invj(2,:)
WRITE(*,*) invj(3,:)
WRITE(*, *) invj(4,:)
WRITE(*,*) invj(5,:)
WRITE(*,*) invj(6,:)
WRITE(*,*) invj(7,:)
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WRITE(*,*) invj(8,:)

Idichiaro la matrice jacobiana j_v

j_v(1) = (0.5)*I12*sin(theta2)

j_v(2) =-(0.5)*I12*cos(theta2)

j_v(3) = (0.5)*I12*sin(theta2)

j_v(4) = -(0.5)*I2*cos(theta2)

j_v(5)= 0.

j_v(6) = 0.

j_v(7)= 0.

j_v(8)= 0.

WRITE(*,*) "jacobiano della variabile indipendente"
WRITE(*,*) j_v(1)

WRITE(*,*) j_v(2)

WRITE(*,*) j_v(3)

WRITE(*,*) j_v(4)

WRITE(*,*) j_v(5)

WRITE(*,*) j_v(6)

WRITE(*,*) j_v(7)

WRITE(*,*) j_v(8)

Icalcolo le derivate delle coordinate dipendenti

u_p = (-1)*MATMUL(invj,j_v)*theta2_p

WRITE(*,*) "derivata delle variabili dipendenti"
WRITE(*,*) u_p(1)
WRITE(*,*) u_p(2)
WRITE(*,*) u_p(3)
WRITE(*,*) u_p(4)

WRITE(*,*) u_p(5)

WRITE(*,*) u_p(6)

WRITE(*,*) u_p(8)

lassegno il valore delle derivate prime a variabili omonime

x2_p =u_p(1)

y2_p =u_p(2)

theta3_p =u_p(3)

x3_p =u_p(4)

y3_p =u_p(5)

thetad_p =u_p(6)

x4_p =u_p(7)

yd_p =u_p(8)

Idichiaro la derivata delle matrice jacobiana j
i_p=0.

j_p(3,3) = (0.5)*I3*cos(theta3)*theta3_p
j_p(4,3) = (0.5)*I3*sin(theta3)*theta3_p
j_p(5,3) = (0.5)*I3*cos(theta3)*theta3_p
j_p(5,6) = (0.5)*l4*cos(thetad)*thetad_p
j_p(6,3) = (0.5)*I3*sin(theta3)*theta3_p
j_p(6,6) = (0.5)*I4*sin(thetad)*thetad_p
j_p(7,6) = -(0.5)*I4*cos(thetad)*thetad_p
j_p(8,6) = -(0.5)*I4*sin(thetad)*thetad_p

WRITE(*,*) "derivata della matrice jacobiana delle u"
WRITE(*,*) j_p(1,:)

WRITE(*,*) j_p(2,:)

WRITE(*,*) j_p(3,:)

WRITE(*,*) j_p(4,:)

WRITE(*,*) j_p(5,:)

WRITE(*,*) j_p(6,:)

WRITE(*,*) j_p(8,:)

Idichiaro la derivata della matrice jacobiana j_v

105



jv_p=0.

j_v_p(1) = (0.5)*I12*cos(theta2)*theta2 p
j_v_p(2) = (0.5)*I12*sin(theta2)*theta2_p
j_v_p(3) = (0.5)*I12*cos(theta2)*theta2_p
j_v_p(4) = (0.5)*I12*sin(theta2)*theta2_p
Icalcolo le derivate seconde delle coordinate dipendenti
u_p_p_1=MATMUL(invj,j_p)
u_p_p_2=MATMUL(invj,j_v_p)

u_p_p_3 = MATMUL(invj,j_v)

u_p_p =(-1)*( MATMUL(u_p_p_1,u_p) + (u_p_p_2*theta2_p) + (u_p_p_3*theta2_p_p) )
lassegno il valore delle derivate seconde
x2_p_p =u_p_p(1)

y2_p_p =u_p_p(2)
theta3_p_p=u_p_p(3)

x3_p_p =u_p_p(4)

y3_p_p =u_p_p(5)

thetad_p_p =u_p_p(6)

x4_p_p =u_p_p(7)

y4_p_p =u_p_p(8)

Icalcolo le velocita del punto M3

vxM3 =x3_p

vyM3 =y3 p

vM3 = SQRT( (vxM3**2) + (vyM3**2))
Icalcolo la velocita di M4

vxM4 = x4 _p

vwM4 =y4 p

vM4 = SQRT( (vxM4**2) + (vyM4**2) )
Icalcolo I'accelerazione di M3

axM3 =x3_p_p

ayM3=y3 p_p

aM3 =SQRT( (axM3**2) + (ayM3**2) )
Icalcolo I'accelerazione di M4

axM4 =x4_p_p

ayM4 =y4 p_p

aM4 = SQRT( (axM4**2) + (ayM4**2) )

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 3 e'"",  theta3_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' angolare (rad/s) dell'asta4 e'",  thetad p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione angolare (rad/s*2) dell'asta 3 e'"", theta3_p_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione angolare (rad/s”2) dell'asta 4 ', theta4_p_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' del punto M3 ha modulo", vM3

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", vxM3, vyM3

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' del punto M4 ha modulo", vM4

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", vxM4, vyM4

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione del punto M3 ha modulo", aM3
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", axM3, ayM3

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione del punto M4 ha modulo", aM4
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WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", axM4, ayM4

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Per chiudere il programma premi una lettera qualunque."”
WRITE (*,*)"Tutti i dati andranno persi."

READ (*,*) chiusura

STOP

END PROGRAM main_ese_13_a

15. Modulo per la soluzione con coordinate assolute. Segue il modulo relativo al programma
principale indicato nel precedente paragrafo.

MODULE mod_ese_13_a

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

!dichiaro le costanti geometriche del quadrilatero
REAL, PARAMETER:: 12=.20

REAL, PARAMETER:: 13=.50

REAL, PARAMETER:: 14=.70

REAL, PARAMETER:: 11=.80

REAL, PARAMETER:: theta2z = 20.*(3.1415927/180)
REAL, PARAMETER:: theta2_p =400.*2*3.1415927/60
REAL, PARAMETER:: thetaZ2_p_p= 0

!dichiaro il numero di iterazioni

INTEGER:: iter_i lintero

REAL:: iter_r !relae

Ifisso il formato di output per i diagrammi
CHARACTER(len=4):: formato ='bmp '
Iscrivo le subroutine

CONTAINS

! Inverse matrix
! Method: Based on Doolittle LU factorization for Ax=b
! Alex G. December 2009

'a(n,n) - array of coefficients for matrix A

!n -dimension

! output...

! ¢(n,n) - inverse matrix of A

! comments ...

! the original matrix a(n,n) will be destroyed

! during the calculation

implicit none

integer n

double precision a(n,n), c(n,n)

double precision L(n,n), U(n,n), b(n), d(n), x(n)
double precision coeff

integeri, j, k

I step 0: initialization for matrices L and U and b
! Fortran 90/95 aloows such operations on matrices
L=0.0

U=0.0

b=0.0
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I step 1: forward elimination
do k=1, n-1
do i=k+1,n
coeff=a(ik)/a(kk)
L(i,k) = coeff

doj=k+1,n
a(ij) = a(i,j)-coeft*a(k,j)
end do
end do
end do

! Step 2: prepare L and U matrices
! L matrix is a matrix of the elimination coefficient
! + the diagonal elements are 1.0
doi=1,n
L(i,i) =1.0
end do
! U matrix is the upper triangular part of A
doj=1n
doi=1,j
U(i,j) = a(ij)
end do
end do
! Step 3: compute columns of the inverse matrix C
do k=1,n
b(k)=1.0
d(1) =b(1)
! Step 3a: Solve Ld=b using the forward substitution
doi=2,n
d(i)=b(i)
doj=1,i-1
d(i) = d(i) - L(Lj)*d()
end do
end do
! Step 3b: Solve Ux=d using the back substitution
x(n)=d(n)/U(n,n)
doi=n-1,1,-1
x(i) = d(i)
do j=n,i+1,-1
x(1)=x(1)-U(1,))*x()
end do
x(1) = x(i)/u(ii)
end do
! Step 3c: fill the solutions x(n) into column k of C
doi=1n
c(i,k) =x(i)
end do
b(k)=0.0
end do
end subroutine inverse

SUBROUTINE parallelogramma (x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,theta4,iterata)
Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro le coordinate
REAL,INTENT(IN)::x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,theta4

!dichiaro il numero di iterata

INTEGER,INTENT(IN)::iterata

!dichiaro le variabili locali

!dichiaro e assegno gli estremi dei lati 12

REAL::12A0x
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REAL::12A0y

REAL:12Ax

REAL::12Ay

!dichiaro e assegno gli estremi del lato 13

REAL::13Ax

REAL::13Ay

REAL::13Bx

REAL::13By

!dichiaro e assegno gli estremi del lato 14

REAL::14Bx

REAL::14By

REAL::14B0x

REAL::14B0y

!dichiaro e assegno gli estremi del lato 11

REAL::11B0x

REAL::11B0y

REAL::11A0x

REAL::11A0y

!dichiaro il minimo e ilmassimo delle ascisse e delle ordinate
REAL:: xmin

REAL:: xmax

REAL:: ymin

REAL:: ymax

Isezione esecutiva

lassegno gli estremi dei lati 12

12A0x = x2 - (0.5*12*COS(theta2))

12A0y = y2 - (0.5*12*SIN(theta2))

12Ax =x2 + (0.5*12*COS(theta2))

12Ay =y2 + (0.5*12*SIN(theta2))

lassegno gli estremi del lato 13

13Ax = x3 - 0.5*13*COS(theta3)

13Ay =y3 - 0.5*13*SIN(theta3)

13Bx = x3 + 0.5*13*COS(theta3)

13By =y3 + 0.5*13*SIN(theta3)

lassegno gli estremi del lato 14

14Bx = x4 - 0.5*14*COS(theta4)

14By =y4 - 0.5*14*SIN(theta4)

14B0x = x4 + 0.5*14*COS(theta4)

14B0y = y4 + 0.5*14*SIN(theta4)

lassegno gli estremi del lato 11

11BOx = 80.

11BOy =0

11A0x =0

11A0y =0

Icalcolo l'asscissa minima e quella massima

xmin = MIN(12A0x%,12Ax, 13Ax, 13Bx, 14Bx, 14B0x, 11B0x, 11A0x)
xmax = MAX(12A0x,12Ax, 13Ax, 13Bx, 14Bx, 14B0x, 11B0x, 11A0x)
Icalcolo I'ascissa minima e quella massima

ymin = MIN(12A0y,12Ay, 13Ay, 13By, 14By, 14B0y, 11B0y, 11A0y)
ymax = MAX(12A0y,12Ay, 13Ay, 13By, 14By, 14B0y, 11B0y, 11A0y)
lalcune istruzioni grafiche

CALL METAFL (formato) !indico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') !scritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA ltraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

CALL AXSPOS (450,1800) coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ("','x") !nome delle ascisse

CALL NAME ("','y') !nome delle ordinate
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CALL TITLIN ("Configurazione",1) Iprima riga del titolo

CALL GRAF (xmin-20.,xmax+20.,xmin-20,20.,ymin-20.,ymax+20.,ymin-20.,20.)
CALL GRID (2,2) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

CALL DASH !tratteggio per gli assi coordinati

CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL MYLINE (1,1) !impone una linea continua

CALL LINWID (8) !spessore della linea

!disegno ciascuno dei lati indicando gli estremi

CALL RLINE (12A0x, 12A0y, 12Ax, 12Ay)

CALL RLINE (13Ax, 13Ay, 13Bx, 13By)

CALL RLINE (14Bx, 14By, 14B0x, 14B0y)

CALL RLINE (11B0x, 11B0y, 11A0x, 11A0y)

CALL DISFIN

END SUBROUTINE parallelogramma

SUBROUTINE diagramma_resto (norma)
Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi
REAL,INTENT(IN),DIMENSION (iter_i):: norma
!dichiaro le variabili locali

INTEGER::i lindice del ciclo

REAL,DIMENSION((iter_i)::x !qui metto le ascisse
REAL:: max lil massimo della norma
REAL:: min !il minimo della norma

Isezione esecutiva
linizializzo I'array delle ascisse
x(1)=1.
ciclo_ascisse: DO i=2,iter_i,1
x(1)=x(i-1)+1.
END DO ciclo_ascisse
WRITE(*,*) x
CALL METAFL (formato) !indico il formato dell'output
CALL SCRMOD ('revers') !scritta nera su fondo bianco

CALL DISINI
CALL PAGERA ltraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

CALL AXSPOS (450,1800) !coordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (2200,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('iterazioni','x") Inome delle ascisse

CALL NAME ('norma del vettore dei resti','y') nome delle ordinate
CALL TITLIN ("La norma del vettore dei resti deve annullarsi”,1) !prima riga del titolo
max=MAXVAL(norma) !il massimo della funzione
min=MINVAL(norma) !il minimo valore della funzione

WRITE(**) "il minimo della norma del vettoredei resti vale", min
WRITE(*,*)"il massimo della norma del vettore dei resti vale",max
CALL GRAF (0.x(iter_i),1.,1.0,min,max,0.,20.)

CALL GRID (2,2) limpone una griglia sul piano coordinato

CALL TITLE !stampa il titolo di cui sopra

CALL CURVE (x,norma,iter_i) !plotto il diagramma del resto

CALL DASH !tratteggio per gli assi coordinati

CALL XAXGIT !traccio la retta y=0

CALL YAXGIT !traccio la retta x=0

CALL DISFIN

END SUBROUTINE diagramma_resto

END MODULE mod_ese_13_a
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16. Codice principale per la soluzione con coordinate naturali. Segue il programma principale
per la soluzione con coordinate naturali.

PROGRAM main_ese_13 b

USE DISLIN  llibreria grafica

USE mod_ese_13_b

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro il vettore delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(3,100)::u

Idichiaro il vettore delle velocita delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(3)::u_p

Idichiaro il vettore delle accelerazioni delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(3)::u_p_p

ldichiaro dei vettori che servono al calcolo diu_p_p
REAL,DIMENSION(3,3)::u_p_p_1
REAL,DIMENSION(3)::u_p_p_2,u_p_p_3

Idichiaro la funzione delle equazioni di vincolo
REAL,DIMENSION(3,100)::psi

Idichiaro la matrice jacobiana delle u, la sua derivata e la sua inversa
REAL(kind=8),DIMENSION (3,3):;j

REAL,DIMENSION (3,3)::j_p

REAL(kind=8),DIMENSION (3,3)::invj

Idichiaro la matrice jacobiana delle v e la sua derivata
REAL,DIMENSION (3)::j_v

REAL,DIMENSION (3)::j_v_p

Idichiaro i valori della configurazione congruente nota
REAL:x2 = 9.396926

REAL::y2 = 3.4202013

REAL::theta3 = 70.55076*(3.1415927/180)

REAL::x3 27.118143

REAL::y3 = 30.413828

REAL::thetad = -50.46595%(3.1415927/180)

REAL::x4 = 57.72122

REAL::y4 = 26.993628

ldichiaro le derivate degli angoli

REAL::theta3_p, theta3_p_p, thetad_p, thetad_p p
Idichiaro le coordinate naturali

REAL::xA, yA, xB, yB

Idichiaro le derivate prime e seconde delle coordinate naturali
REAL::xA_p, XA_p_p

REAL::yA_p, YA_p_p

REAL::xB_p, xB_p_p

REAL::yB_p, yB_p_p

Idichiaro le funzioni cinematiche relative ai punti M3, M4
REAL::vxM3, vyM3, vM3

REAL::vxM4, vyM4, vM4

REAL::axM3, ayM3, aM3

REAL::axM4, ayM4, aM4

laltre variabili di lavoro
REAL(KIND=8),DIMENSION(3,3)::matrix

INTEGER::i lindici dei cicli

CHARACTER(len=10):: chiusura !serve per chiudere il programma
Isezione esecutiva

Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp

CALL BMPMOD (300,'inch','resolution')
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Idisegno la configurazione congruente del parallelogramma
CALL parallelogramma(x2,y2,x3,y3,theta3,x4,y4,theta4,1)
linizializzo i valori d'innesco delle coordinate dipendenti
XA = [2*COS(theta2)

yA =12*SIN(theta2)

xB = [3*COS(theta3) + [2*COS(theta2)

yB = 13*SIN(theta3) + [2*SIN(theta2)

linizializzo le derivate della variabile indipendente

XA_p =-12*theta2_p*sin(theta2)

XA_p_p =-I12*(theta2_p_p*sin(theta2) + (theta2_p**2)*cos(theta2) )
linizializzo il vettore u con il valore d'innesco

u(1,1) =yA

u(2,1) =xB

u(3,1)=yB

Icalcolo lo jacobiano delle variabili dipendenti

j=0.

i(1,1) = 2*yA

i(2,1) =-2*(yB-yA)

j(2,2) = 2*(xB-xA)

i(2,3) = 2*(yB-yA)

i(3,2) = -2*(11-xB)

j(3,3) = 2*yB

Idichiaro la matrice jacobiana j_v

j_v(1) = 2*xA

j_v(2) = -2*(xB-xA)

j_v(3)= 0.

Icalcolo I'inversa della matrice jacobiana delle coordinate naturali
CALL inverse(j,invj,3)

Icalcolo le derivate delle coordinate dipendenti

u_p = (-1)*MATMUL(invj,j_v)*xA_p

WRITE(*,*) "derivata delle variabili dipendenti"
WRITE(*,*) u_p(1)

WRITE(*,*) u_p(2)

WRITE(*,*) u_p(3)

lassegno il valore delle derivate prime a variabili omonime

yA_p =u_p(1)
xB_p=u_p(2)

yB_p =u_p(3)

Idichiaro la derivata della matrice jacobiana j
jp=0.

ip(1,1)= 2.*yA_p
ji_p(2,1) = -2.*(yB_p-yA_p)
ji_p(2,2) = 2.*(xB_p-xA_p)
i_p(2,3) = 2.*(yB_p-yA_p)
j_p(3,2) =-2.*(-xB_p)
i_p(3,3) = 2.*yB_p

WRITE(*,*) "derivata della matrice jacobiana delle u"
WRITE(*,*) j_p(1,:)

WRITE(*,*) j_p(2,:)

WRITE(*,*) j_p(3,:)

Idichiaro la derivata della matrice jacobiana j_v
j_v_p(1)= 2.*xA_p

j_v_p(2) = -2.%(xB_p-xA_p)

j_v_p(3)= 0.

Icalcolo le derivate seconde delle coordinate dipendenti
u_p_p_1=MATMUL(invj,j_p)

u_p_p_2 = MATMUL(invj,j_v_p)
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u_p_p_3 =MATMUL(invj,j_v)

u_p_p =(-1)*( MATMUL(u_p_p_1,u_p) + (u_p_p_2*xA_p) + (u_p_p_3*xA_p_p) )
lassegno il valore delle derivate seconde
YA_p_p =u_p_p(1)

xB_p_p =u_p_p(2)

yB_p_p =u_p_p(3)

Icalcolo le derivate degli angoli delle aste
theta3_p =(yB_p-yA p)/(xB-xA)
theta3_p_p =( (yB_p_p - YA_p_p)*(xB - xA) - (yB_p - YA_p)*(xB_p - XA_p) )/(xB - xA)**2
thetad_p =-xB_p/yB

thetad_p_p = (xB_p*yB_p - XB_p_p*yB)/yB**2
Icalcolo le velocita del punto M3

vxM3 = (xA_p +xB_p)/2.

vyM3 = (yA_p +yB_p)/2.

vM3 = SQRT( (vxM3**2) + (vyM3**2) )
Icalcolo la velocita di M4

vxM4 = xB_p/2.

vyM4 =yB_p/2.

vM4 = SQRT( (vxM4**2) + (vyM4**2) )
Icalcolo I'accelerazione di M3

axM3 = (xA_p_p+xB_p_p)/2.

ayM3 = (yA_p_p +yB_p_p)/2.

aM3 =SQRT( (axM3**2) + (ayM3**2) )
Icalcolo I'accelerazione di M4

axM4 =xB_p_p/2.

ayM4 =yB_p_p/2.

aM4 =SQRT( (axM4**2) + (ayM4**2) )

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 3 e'"",  theta3_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' angolare (rad/s) dell'asta 4 e'",  thetad_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione angolare (rad/s"2) dell'asta 3 e'"", theta3_p_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione angolare (rad/s”2) dell'asta 4 ', theta4_p_p
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' del punto M3 ha modulo", vM3

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", vxM3, vyM3

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La velocita' del punto M4 ha modulo", vM4

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", vxM4, vyM4

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione del punto M3 ha modulo", aM3
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", axM3, ayM3

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"La accelerazione del punto M4 ha modulo", aM4
WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Le sue componenti x,y sono", axM4, ayM4

WRITE (*,*)" "

WRITE (*,*)"Per chiudere il programma premi una lettera qualunque.'
WRITE (*,*)"Tutti i dati andranno persi."

READ (*,*) chiusura

STOP

END PROGRAM main_ese_13_b
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17. Modulo per la soluzione con coordinate naturali. Il modulo per il caso delle coordinate
naturali € lo stesso di quello del caso delle coordinate assolute.
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Cicloide

1. 1l quesito. Una ruota avente raggio e velocita angolare di seguito assegnati rotola senza
strisciamento su una retta fissa.

R =0.5m
11) Yo =30"
S

Detto M il punto di contatto fra circonferenza e retta all’istante iniziale, si determini allora

1.2) latraiettoria descritta da M durante il moto;

1.3) il diagramma dello spazio percorso da M in funzione del tempo;

1.4) la velocita e 1’accelerazione di M e il centro di curvatura in M, in corrispondenza a una
rotazione ¢ = 3m/4;

1.5) la velocita e 1’accelerazione di M e il centro di curvatura in M, in corrispondenza a uno
spazio percorso s = 4m.

Y

Y +--M

|
|
I wb
|

¢ * Rwl

2. Discussione analitica. Dato il sistema di riferimento Oxy in figura, sia M il punto della ruota il
quale sia coincidente con O per t = 0. Volendo ricavare le coordinate di M in funzione del tempo
si deduce dalla figura quanto segue:

91 x(t) = Rwt — R sin(wt) = R(wt — sin(wt))
= {y(t) =R — R cos(wt) = R(1 — cos(wt))

Per I’analisi cinematica del primo ordine del punto M derivando le 2.1 si ha

29 {X(t) = Rw — Rw cos(wt) = Rw(1 — cos(wt))
2) y(t) = Rw sin(wt)

Derivando ancora le 2.3 si ottiene I’analisi cinematica del secondo ordine

%(t) = Rw? sin(wt)

2.3) {y(t) = Rw? cOS((Ut)
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Assumendo il punto O come origine della ascissa curvilinea s = s(t) abbiamo che lo spazio
percorso nell’intervallo di tempo [0, t] € dato da

s(t) = f i/a’cz(r) + y%2(1)dt = wa 2\/(1 — cos(wT))? + (sin(wT))?dt =
0 0

t t
= wa i/l — 2 cos(wt) + cos?(wt) + sin?(wt) dt = Ra)f 2\/2 —2cos(wt)dt =
0 0
t
= Rw\/ff V1 - cos(wt) dr
0

Ricordando la formula di dimezzamento

_ a_+2 1—cosa
sinZ =+ 5
abbiamo® che
ta /1 - cos(a)r) wT
s(t)—Zwa dt —2Ra)Osm(z)dr—4Rj;sm(2)d(2)

=_4R] d cos 2)=—4Rcos(2)|0=—4R(COS(“;)_1)

Ho trovato dunque lo spazio percorso da M in funzione del tempo

24) s(t) =4R (1 — cos (%t))

Il versore tangente alla traiettoria si scrive

— _ x(t) y(t)
2.5) T(t)‘(vx%t)wza) ZJxZ(t>+y'2(t))

Il versore normale invece si scrive

N(e) = LO
26) N(t) = o)
ed essendo poi
(7o )
V2 + 52/ x(t) x(8) (2x(8)%(t) + 2y ()y(¢))

dt RO 2(%2(6) + y2(O)) V%2(0) + y2(t) )
_FO0 +y20E(®) — 22 (Ox(6) — 2y ®y©) _ (YO - xOF®))y(®)

(%2(0) + y2()) Y x22(@) + y2(0) (%20 + 92(0) 720 + 320

! Si osservi che i passaggi successivi ammettono implicitamente che il seno integrando sia positivo, ovvero che la
rotazione sia entro 1’angolo giro. Per rotazioni ulteriori questa espressione non va piu bene.
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p y(®) )
(i/a‘cz(t)wz(t) OIS (OO ORFI{ONO))

dt RO +720 2520 + 92(0) Y720 + 320 B
_X2@0y®) +y* 03 (©) — 2Oy0)x@) - y* (O3 ) _ ()3 () — £(©)y())x(t)
(#2() + y2(0)) V%2(6) + y2(¢) (#2(0) + y2(0))/x2() + y2(t)

F) = ( (OO — 3+ ©F )y () )2 +< FOFO — #OFO)i() )2 )
(#2(6) +y2(0) Y2 (1) + 72(0) (#2(0) +32(0)) Y72 (1) + 2(0)

_?|G0y® -2 0y®) 32 ®) | (FOI©) - 20y1) 0
(#2@® +72®) (2@ +52(®)

(#2() + 72(0)°
JZO+372@ %09 — 203 )

@O +yrep  C OO

_ \/ (E®Y® - 2OF®) (GO +y2(1)

= Xy (@) = x2()y ()]

la 2.6 si riscrive

() + y*(¢) ( (y(®)x(t) — 2x()3(©))y (1) (X)) — 2y (©))%(t) ) _
Xy () = xOFOI\(%2(t) + 72(0) %2 @) + 720 (%2(0) + 72(D) %2 (0) + 72D/

_ 1 <(5c'(t)y’(t) saOO){ONNCION O x(::)y@))x@))
X&)y (&) — x()J ()] Vx2(@) + y2(t) Vx2() + y2(t)
Dunque ho trovato
= o XOy®)-x©)y@®) y@®) _ x(t)
27) N = |x<t>§<t>-x<t>§<m( VEZ(O+y2(0) sz(t)ﬂrz(t))

Si dimostra poi che il raggio di curvatura, ovvero il raggio della circonferenza che oscula la
traiettoria, & dato da

3
o) (2o+2e)
[0P©x0B(0)|  1HOFO-Oy©)

2.8) R.(t) =

Ma allora il centro di curvatura della traiettoria di M in M medesimo € individuato istante per
istante dal vettore

x(t)) N ( y(t) ) (%2 + y2(0)) (#(®)y () — 2(©O)F (D)

0y (8) = OM(t) + N(OR(®) = (y(t) ~x(t) OO - #Oy(®))°
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Dunque abbiamo che il centro di curvatura ha coordinate

_ . X2()+y2(t)
2.9) Dz (8) = 20 +5 (O 56550050050

B . 22(0)+y2(t)
-QMy(t) = y(t) — x(¢) F®y®)-x@)J ()

Sostituendo nelle 2.9 1e 2.1, 2.2, 2.3 si ha

I( 2R?w?(1 — cos(wt))

4 R2w3(1 — cos(wt)) R

2R?w?(1 —

LQMy = R(1 — cos(wt)) — Rw(1 — cos(wt)) ch:;((l — CCOOSS((;U;))))
Qux = R(wt — sin(wt)) + 2R sin(wt)

= {QMy = R(1 — cos(wt)) — 2R(1 — cos(wt)) =

Quy = R(wt — sin(wt)) + Rw sin(wt)

Qu(t) = R(wt + sin(wt))
2.10) {QMy(t) = —R(1 — cos(wt))

Volendo la curvatura -al fine di calcolare accelerazione angolare e tangenziale del punto M che
descrive la cicloide- si osservi che

3 3
RE) = (X2 +y*(®)? _ (2R*w*(1 —cos(wt)))?
TR —#@®y©)] T R2w3(1 —cos(wt))
3 2R?w?(1 — cos(wt))y/2R2w2(1 — cos(wt))
- R2w3(1 — cos(wt))

2.11) R.(t) = 2RV2,/1 — cos(wt)
Poiche inoltre la 2.4 porge

$(t) = 2Rw sin (w—t)

2.12) 2
5(t) = Rw? cos (7>

abbiamo per I’accelerazione normale che

2

- $2(0) (ZRa)sm(aét)) _) 4R%w? sin? ((%t)
=R N = zfm 2R\/_ J1— cos(wt) N =

2 1— cos(a)t) \/TS(a)t) =
N(t) = Rw?
\/m

e per ’accelerazione tangenziale che
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as, = $(OT(t) = Rw? cos( 5 )T(t)
Quindi si conclude? che

an = Rew? 1- cos(wt)N(t)
212) { M \

dt; = Rw? cos( )T(t)

3. Soluzione analitica. Per rispondere al quesito 1.4 si consideri che

3 3
(p:T:wt:t:E:ZSS:;.lO_ZS:}

x(7.853 -1072%s5) = 0.5m (%ﬂ —sin (%n)) = 0.824m
3.1)

y(7.853 - 10725) = 0.5m (1 — cos (7)) = 0.853m

#(7.853 - 10~2s) = 15 (1 — cos (7)) T = 25.606 = "
3.2) S\ o * = |8,(7.853-107%s)| = 27.71=

y(7.853 - 1072s) = 15sin ()% = 10.606 = s

4 S S

#(7.853 - 10~%s) = 450sin () 5 = 318.198 5 -
3.3) - = dy(7.853-107%s)| = 449.99

§(7.853 - 10~2s) = 450 cos () 5 = —318.198 5 s

2 (7.853 - 10725) = 0.5m (2 + sin (¥)) = 1.531m
3.4)

Oy, (7.853 - 107%5) = —0.5m (1 - cos (7)) = —0.853m

|a31(7.853 - 1072s) = 0.5m (30 ) /L(M) 415.745%
3.5) M o s

2
2
3 -2y — r 2Ty m
|a¢,1(7.853 - 10~2s) = 0.5m (303) cos ( ) = 172.207 5
Per il quesito 1.5 si consideri invece che la 2.4 porge
wt wt wt
4R (1 — cos (7)) =4m = 0.5m (1 — cos <7>> =Im=1-2=cos <7) =
wt wt wt
:,~1—2=cos<7>=>cos(7)=—1=>7=n=>wt=2n=>t=0.209s

Dunque si ha

2 Si osservi che vale qui quanto detto nella nota uno: poiché I’espressione dello spazio percorso nel tempo vale solo per
rotazioni inferiori all’angolo giro, anche queste espressioni, ottenute per derivazione dalla 2.4 sono soggette allo stesso
ambito di validita.
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x(0.209s) = 0.5m (2w — sin(2m)) = 3.141m

3.9) {y(0.209s) = 0.5m(1 — cos(2m)) = 0.0m
%(0.209s) = 0.5m30= (1 — cos(2m)) = 0.0= .

36) { s m S = |54 (0.209s)] = 450.0%
v(0.209s) = 0.5m30;sm(2n) = 0.0? s

%(0.209s) = 450 = sin(2m) = 0.0 .

37) 4. - st = 1@ (0.209s)| = 450.0 2
¥(0.209s) = 4505—2cos(2n) = 450.05—2 s

3.8 Q),(0.209s) = 0.5m(2m + sin(2w)) = 3.141m

8) {QMJ,(O.ZO%) = —0.5m(1 — cos(2m)) = 0.0m

2
-n _ r 1-cos(2m) m
- 13%1(0.209s) = 0.5m (30 3 /—2 =0.0%

2
|d51(0.2095) = 0.5m (30%) cos() = —450.05

4. Algoritmo per la soluzione al calcolatore. Il seguente diagramma di flusso risolve i quesiti 1.2,
1.3,14,15.

Inizio
v

delta_t = 0.0005s
i=1

N

invoca la subroutine
cicloide per disegnare la
posizione del cerchio
istante per istante oltre alla
traiettoria di M e di Q,,

xM (i) = R * (w * tempo(i) — sin(w * tempo(i)))
yM(i) = R * (1 — cos(w * tempo(i)))

Qux (@) =R * (w * tempo(i) + sin(w * tempo(i)))
Qpy (i) = =R = (1 — cos(w * tempo(i)))

V>

vero

w * tempo(i) > 21

tempo(i + 1) = tempo(i) + delta_t
i=i+1

v
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i=1
) invoca la subroutine spazio
s(i) = 4R * (1 — cos (_w " tempo(l))) per disegnqre I’andamento
2 dello spazio percorso nel
tempo

vero

w * tempo(i) > 21

tempo(i + 1) = tempo(i) + delta_t
i=i+1

- . 3
calcola la posizione di M, Q,, per ¢ = 7”

e per s = 4m, nonché la velocita e
I’accelerazione di M in questi due istanti,
utilizzando le 2.1, 2.2, 2.3, 2.9

y
fine

Il diagramma di flusso € sviluppato dai seguenti codici:

e [’unita chiamante main_ese_9 a, la quale si occupa di calcolare gli array associati alle 2.1,
2.4, da passare poi alle subroutine grafiche, in modo da ottenere una successioni di
fotogrammi in cui la circonferenza descrive la sua rotazione mentre il punto M traccia la
cicloide; e di ottenere il diagramma dello spazio percorso nel tempo;

e il modulo mod_ese 9 a, il quale contiene i parametri 1.1 e le seguenti subroutine:

e cicloide, la quale traccia per ogni istante la posizione della circonferenza, la
traiettoria percorsa a quell’istante da M e dal centro di curvatura della cicloide;

e spazio, la quale si occupa di tracciare 1’andamento dello spazio percorso da M in
funzione del tempo.

5. Esecuzione del programma. Il programma fornisce un fotogramma ogni 0.0005s del moto
della circonferenza che descrive una rotazione di 3, in un tempo complessivo di circa 0.314s, per
un totale di piu di 600 fotogrammi; in ciascun fotogramma compare la traiettoria descritta -fino a
quell’istante- da M, Q.
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In figura e riportato uno degli ultimi fotogrammi, in cui si puo anche vedere un vettore che
congiunge M al centro di curvatura della cicloide in M medesimo.

1.3 1
104 |
0.8 -
0.5 -
0.3 |
2.0 4 TR T e ToiTEEmTn SEIIIITTTTTTT S
s ;
-0.5
_O.B :
-1.0 Ji
1371
_1.5 :
181
2.0 !
234!
—-2.5
-1 0.4 0.9 1.4 19 7.4 79 3.4 29 4.4

S,

.,
I

e
iy

Legenda

spazio

Spazie percorse

6.0 -

5.5 foroneneo oo ;

Y3 — :

4.5 o

4.0 -

3.5 foomeee

.: .
© 3.0-
£

. S E— S
2.0-

1.5 -f--m-

1.0-1-

Q.5 -1-

2.0 - 0 T T : t 0 i T t T
0.000 Q.050 2100 2,150 0,200 0.250 0.300
secondi

Il programma fornisce -per la rotazione di 3r- I’andamento dello spazio percorso da M in funzione
del tempo. In figura I’output grafico.

Il programma fornisce in fine la risposta ai quesiti 1.4, 1.5 fornendoli sullo schermo, come segue:
Per una rotazione di 3*pi/4 della ruota si ha che:
le coordinate x,y di M sono rispettivamente 0.82454383 0.8535534

le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente 25.606602 10.606602
le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente 318.1981 -318.1981
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le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp. 1.5316507 -0.8535534

Per una rotazione di 2*pi della ruota si ha che:

le coordinate x,y di M sono rispettivamente 3.1415927 0.

le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente 0. 0.0000026226833

le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente 0.00007868051 450.00006
le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp. 3.1415927 -0.

6. Soluzione grafica del punto 1.4. La configurazione del sistema per una rotazione di 3w /4 si
trova immediatamente considerando che il centro della circonferenza -stante la condizione di

. .. f 3 .
assenza di strisciamento- ha percorso uno spazio RT” = 1.178m ; adottando allora una scala di
rappresentazione delle distanze pari a

—o1™
6.1) 0, =01

si ha la configurazione riportata in figura, dove é indicata la posizione del punto M. Si osservi allora
quanto segue:

e il centro delle velocita C all’istante considerato coincide con il punto di contatto fra la
circonferenza e 1’asse x, essendo tale punto a velocita nulla per I’ipotesi di puro
rotolamento;

e la polare mobile [ coincide con la circonferenza, essendo essa percorsa dal centro delle
velocita, durante il moto;

e la polare fissa A coincide con I’asse x;

e il centro di curvatura (; della polare mobile coincide con il centro della circonferenza;

e il centro di curvatura della polare fissa ¢ il punto improprio dell’asse y.

Per individuare il centro di curvatura della traiettoria di M in M medesimo si utilizza ora una
costruzione geometrica che si basa a sua volta sulla formula di Euler-Savary, che nel presente caso
si scrive

1

1 1
62) (a—m) COSII) = E
La costruzione passa attraverso i seguenti passaggi:

si traccia la retta r tra M, C;

si traccia la retta g L r per il punto C;

si traccia la retta t per M, Q;;

si indica L I’intersezione t N q;

si traccia la retta p per L e per Q,, ovvero -in questo caso- una retta verticale per L.

Ebbene, I’intersezione r N p identifica il punto Q,,. Leggendo il disegno e considerando la scala 6.1
si ha allora

Quy = 15.3cmoy, = 15.36m0.1% =1.53m

6.3
) Quy = —8.3cmo;, = —8.3cm0.1% = —0.83m
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che & in accordo con la 3.4. Per la velocita del punto M si consideri che anziché procedere con il

metodo dei diagrammi polari si puo invece fissare una scala di rappresentazione delle velocita, ad

esempio
_gm/s

64) o,=5 oo

quindi riportare sul disegno stesso -in scala- la velocita del centro della circonferenza, considerando

che

> r m
6.5) Vg, =wR=30-05m=15-

Dunque il vettore rappresentativo della 6.5 ha lunghezza 15?/5 % = 3cm,; tracciato tale vettore €

immediato ricavare la velocita di qualunque altro punto solidale alla circonferenza, tenendo
presente la struttura del campo delle velocita e la conoscenza del centro delle velocita C. Allora la
lettura del disegno porge

m/s

5> — m/S _ ol
6.6) |vyl| = 5.8cmag, = 5.8cm5 - =29~

in discreto accordo con la 3.2. In conclusione poi - per ’accelerazione del punto tracciante- Si
consideri che
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e il centro della circonferenza si muove di moto rettilineo uniforme, dunque ha accelerazione
nulla e dunque coincide con il centro delle accelerazioni K;

e essendo la rotazione del piano mobile a velocita angolare costante, segue che I’accelerazione
angolare ¢ nulla e dunque I’accelerazione del generico punto del piano mobile punta il
centro della circonferenza con modulo proporzionale alla distanza da tale centro, secondo il
quadrato della velocita angolare.

Dunque si ha
6.7)  ldyl = |d¥k] = w?R = 3020.5522 = 450522

L’accelerazione 6.7 € riportata -secondo la scala indicata- sul disegno. Mentre il punto M del piano
mobile non ha accelerazione tangenziale, il punto M inteso come punto che percorre la cicloide ha
accelerazione normale e tangenziale, che possono essere lette direttamente dalla figura.
Considerando la scala di rappresentazione si trova

100m/s?

|dé| = 1.2cmo, = 1.2cm _ 120?2

6.8) = |dy| = V1202 + 4207 7 = 436.806 7

N 100m/s?
lay| = 4.2cmo, = 4.2¢cm 200m/s”

m
=420 =
in discreto accordo con la corrispondente soluzione analitica 3.5.

7. Soluzione grafica del punto 1.5. La configurazione del sistema per una rotazione di 27 si trova

procedendo come nel paragrafo precedente; adottando allora una scala di rappresentazione delle
distanze pari a

- m
71) o0,=0.2 —

si ha la configurazione indicata in figura, dove si vede subito come in questo caso il punto tracciante
coincida con il centro delle velocita. Dungue si ha immediatamente che

72) Ul =0-

Ga=2100 /At Q:CEP
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Per 1’accelerazione si consideri che essa punta il centro delle accelerazioni, essendo costante la
velocita angolare; il centro delle accelerazioni poi coincide con il centro della circonferenza, che si
muove di moto rettilineo uniforme. Il modulo della accelerazione ha in fine il valore gia calcolato in
6.7.

- - - - m
7.3)  laul = lauk| = lamk| = layl = 4505—2

Si osservi che in questo caso 1’accelerazione di M € tutta normale se inteso come punto del piano
mobile, e invece tutta tangenziale se intesa come accelerazione del punto che traccia la cicloide.

In figura e riportato, secondo la scala indicata, un vettore rappresentativo dell’accelerazione del
punto tracciante.

Il centro di curvatura non puo essere individuato secondo la procedura grafica usata nel precedente
paragrafo, poiché le rette p,r in questo caso coincidono, e dunque non permettono di individuare
una intersezione; tuttavia la 6.2 suggerisce che sia CQ,, = 0, quindi il centro di curvatura ha proprio
le coordinate calcolate in 3.8.

8. Codice del programma principale.

PROGRAM main_ese_9_a

lusa DISLIN

USE DISLIN

lusa il modulo mod_ese_9_a

USE mod_ese_9_a

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

!dichiaro l'array che contiene le coordinate di M

REAL, DIMENSION (1:1000):: xM, yM

!dichiaro l'array che contiene le coordinate del centro di curvatura
REAL, DIMENSION (1:1000):: xc, yc

!dichiaro l'array che contiene i valori dell'ascissa curvilinea
REAL, DIMENSION (1:1000):: st

!dichiaro I'array che contiene gli istanti di tempo

REAL, DIMENSION (1:1000):: tempo = 0.

!dichiaro la variabile che contiene l'istante di tempo considerato
REAL: t=0.

!dichiaro l'incremento di tempo

REAL:: delta_t = 0.0005
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Idichiaro l'indice del ciclo

INTEGER:: i

!dichiaro posizione, velocita e accekerazione di M

REAL:: xemme, yemme, xemme_p, yemme_p, Xemme_p_p, yemme_p_p
!dichiaro la posizione del centro di curvatura

REAL:: xcentro, ycentro

!dichiaro la stringa per chiudere il programma
CHARACTER(len=10):: chiusura

Isezione esecutiva

ICalcolo i valori delle coordinate di M e del centro di curvatura
i=1

coordinate_M: DO

xM(i) = raggio*( omega*tempo(i) - SIN(omega*tempo(i)) )
yM(i) = raggio*( 1. - COS(omega*tempo(i)) )

xc(i) = raggio*( omega*tempo(i) + SIN(omega*tempo(i)) )
yc(i) = (-1)*raggio*( 1. - COS(omega*tempo(i)) )

CALL cicloide (xM, yM, xc, yc, tempo, i)
IF (omega*tempo(i)>3.*pi) EXIT coordinate_M

tempo(i+1) = tempo(i) + delta_t
i=i+1

END DO coordinate_M
Icalcolo i valori dello spazio percorso
i=1
spazio_percorso: DO
st(i) = 4*raggio*( 1.- COS(omega*tempo(i)/2.) )
condizione: IF (omega*tempo(i)>2.*pi) THEN
st(i) = 8*raggio + 8*raggio - 4*raggio*( 1.- COS(omega*tempo(i)/2.) )
END IF condizione
IF (omega*tempo(i)>3.*pi) EXIT spazio_percorso

tempo(i+1) =tempo(i) + delta_t*REAL(i)
i=i+1

END DO spazio_percorso
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ltraccia il diagramma dello spazio in funzione del tempo
CALL spazio (st, tempo, i)
Icalcola posizione, velocita' e accelerazione di M per omega*t=3*pi/4

xemme = raggio*( 3.*pi/4. - SIN(3.*pi/4.) )
yemme = raggio*( 1. - COS(3.*pi/4.))

xemme_p = raggio*omega*( 1. - COS(3.*pi/4.))
yemme_p = raggio*omega*SIN(3.*pi/4.)

xemme_p_p = raggio*(omega**2.)*SIN(3.*pi/4.)
yemme_p_p = raggio*(omega**2.)*COS(3.*pi/4.)

xcentro = raggio*( 3.*pi/4. + SIN(3.*pi/4.) )
ycentro = (-1)*raggio*( 1. - COS(3.*pi/4.) )

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "Per una rotazione di 3*pi/4 della ruota si ha che:"

WRITE(**) " "

WRITE(**) "le coordinate x,y di M sono rispettivamente"”, xemme, yemme

WRITE(**) " "

WRITE(**) "le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente"”, xemme_p, yemme_p
WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente”, xemme_p_p, yemme_p_p
WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp.", xcentro, ycentro
WRITE(**) " "

Icalcola posizione, velocita' e accelerazione di M per omega*t=2.*pi

xemme = raggio*( 2.*pi - SIN(2.*pi) )
yemme = raggio*( 1. - COS(2*pi) )

xemme_p = raggio*omega*( 1. - COS(2.*pi) )
yemme_p = raggio*omega*SIN(2.*pi)

xemme_p_p = raggio*(omega**2.)*SIN(2*pi)
yemme_p_p = raggio*(omega**2.)*COS(2*pi)

xcentro = raggio™®( 2.*pi + SIN(2.*pi) )
ycentro = (-1)*raggio*( 1. - COS(2.*pi) )

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "Per una rotazione di 2*pi della ruota si ha che:"

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le coordinate x,y di M sono rispettivamente"”, xemme, yemme

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente", xemme_p, yemme_p
WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente”, xemme_p_p, yemme_p_p
WRITE(*,*) " "

WRITE(*,*) "le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp.", xcentro, ycentro
WRITE(**) " "

lle seguenti righe permettono di agevolare il lancio del programma dalla icona

WRITE (**)" "
WRITE (**)"To close the program press any key. Then press RETURN."
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READ (**) chiusura
STOP

END PROGRAM main_ese_9_a
9. Codice del modulo.

MODULE mod_ese_9_a

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro le costanti geometriche del quadrilatero
REAL, PARAMETER:: omega = 30.

REAL, PARAMETER:: raggio = 0.5

REAL, PARAMETER:: pi = 3.14159265359

Iscrivo le subroutine

CONTAINS

SUBROUTINE cicloide (xM, yM, xc, yc, tempo, i)

Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro gli array delle coordinate di M e del centro di curvatura
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(1:1000):: xM, yM, xc, yc, tempo
!dichiaro il numero di istanti considerati
INTEGER,INTENT(IN):: i

!dichiaro le variabili locali

Icoordinate centro cerchio

REAL:: xcerchio, ycerchio

Istringa usata per la legenda

CHARACTER(len=30)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il tipo di file

CALL METAFL ('"bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution") Irisoluzioneformato .bmp

limposto la pagina
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CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

limposto gli assi

CALL AXSPOS (700,2000) Icoordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (1700,1700) lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('','’x") Inome delle ascisse

CALL NAME ('')'y") Inome delle ordinate

CALL GRAF (-0.1,4.9,-0.1,0.5,-2.5,2.5,-2.5,0.25) linizio, fine, incremento assi x,y
CALL GRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT ltraccio la retta x=0

CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

CALL DASH Itratteggio per gli assi coordinati
CALL NAME (‘'metri','x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘'metri','y") Inome delle ordinate

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Cicloide",1) Iprima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

Itraccio le curve

CALL CHNCRYV ('line") lusa tratti diversi per le tre curve
CALL CURVE (xM, yM, i) ltraccio la cicloide
CALL CURVE (xc, yc, i) Itraccio la traiettoria del centro di curvatura

Iricavo il centro del cerchio nell'ultima posizione

xcerchio = omega*tempo(i)*raggio
ycerchio = raggio

Itraccio la circonferenza nell'ultima posizione

CALL RLCIRC (xcerchio, ycerchio, raggio)

ltraccio un vettore che congiunge M al centro di curvatura
CALL RLVEC (xM(i), yM(i), xc(i), yc(i), 2211)

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,2,10) lvariabile di carattere, righe, lunghezza
CALL LEGTIT ('Legenda’) ltitolo legenda

CALL LEGLIN (stringa,'cicloide’,1) !prima riga della legenda

CALL LEGLIN (stringa,'omega_M',2) Iseconda riga della legenda

CALL LEGEND (stringa,3) Iposizine in alto a destra

CALL DISFIN

END SUBROUTINE cicloide

SUBROUTINE spazio (st, tempo, i)

Isezione dichiarativa

130



Idichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro 1'array dello spazio e quello del tempo
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(1:1000):: st, tempo
!dichiaro il numero di istanti considerati
INTEGER,INTENT(IN):: i

!dichiaro le variabili locali

Istringa usata per la legenda
CHARACTER(len=30)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il formato del file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichiama alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (700,2700) Icoordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (1700,1300) lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('secondi’,'x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘'metri','y') nome delle ordinate

CALL LABDIG (3,'x") Ichiedo 3 cifre decimali per I'asse x
CALL DASH ltratteggio per gli assi coordinati

CALL GRAF (0.0,0.3,0.0,0.05,0.0,6.,0.0,0.5) !inizio, fine, intervallo assi x, y

CALL GRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT ltraccio la retta y=0

Itraccio la curva

CALL MYLINE (1,1) Ichiede una linea continua per la curva
CALL CURVE (tempo, st,i)  !traccio lo spazio in funzione del tempo

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Spazio percorso",1)!prima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,1,15) lvariabile di carattere, righe, lunghezza
CALL LEGLIN (stringa,'spazio’,1) !contenuto della legenda
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CALL LEGTIT ('Legenda")
CALL LEGEND (stringa,3)

CALL DISFIN

END SUBROUTINE spazio

END MODULE mod_ese_9_a

Ititolo legenda
Iposizine in alto a destra
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Evolvente

1. 1l quesito. Una retta ruota senza strisciamento con velocita angolare costante su una
circonferenza; la velocita angolare del moto e il raggio della circonferenza siano quelli di seguito
assegnati:

R =0.3m
1.1) w =50
S

Detto M il punto di contatto fra circonferenza e retta all’istante iniziale, si determini allora
1.2) latraiettoria descritta da M durante il moto;
1.3) il diagramma dello spazio percorso da M in funzione del tempo;

1.4) lavelocita e I’accelerazione di M in corrispondenza all’istante t = 0.14s;
1.5) lavelocita e I’accelerazione di M in corrispondenza all’istante t = 0.28s.

e ¥

R o

R LAt M

/

2. Discussione analitica. Dato il sistema di riferimento Oxy in figura, sia M il punto della retta il
quale sia coincidente con O per t = 0. Volendo ricavare le coordinate di M in funzione del tempo
si evince dalla figura quanto segue:

x(t) = R cos(wt) + Rwt sin(wt)

PM = Rwt = {y(t) = R sin(wt) — Rwt cos(wt)
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x(t) = R cos(wt) + Rwt sin(wt) = R(cos(wt) + wt sin(wt))
y(t) = R sin(wt) — Rwt cos(wt) = R(sin(wt) — wt cos(wt))

2.1) {

Per I’analisi cinematica del primo ordine del punto M derivando le 2.1 si ha

x(t) = —Rw sin(wt) + Rw(sin(wt) + wt cos(wt)) = Rw?t cos(wt)
y(t) = Rw cos(wt) — Rw(cos(wt) — wt sin(wt)) = Rw?t sin(wt)

2.2) {

Derivando ancora le 2.3 si ottiene I’analisi cinematica del secondo ordine

%(t) = Rw?(cos(wt) — wt sin(wt))
y(t) = Rw?(sin(wt) + wt cos(wt))

23) {

Assumendo la posizione iniziale di M come origine dell’ascissa curvilinea s = s(t) abbiamo che lo
spazio percorso nell’intervallo di tempo [0, t] & dato da

t t
s(t) =f i/x2(1)+y2(r) dr=f Z(/(Rouzrcos(a)t))z+(R(;:)erin(out))2 dt =
0 0
= | V(Rw?1)?dr = | Rw?rdr = Rw? | ©d
fo (Rw?t)?dt J;) w tdt ) foT T

Ho trovato dunqgue lo spazio percorso da M in funzione del tempo

Rw?t?
2

2.4)  s(t) =

Ricordo ora che le coordinate del centro di curvatura della traiettoria sono date da

_ : X2 () +y% (1)
25) () = x(O + YO 7550 Sy

_ . X2 ()+y2 ()
Ly () = y(O) = %) 350 rmro

dove si ha

X(@)y) —x@®)y(t) =
= R2w*t(sin(wt) cos(wt) — wt sin?(wt)) — R?w*t(sin(wt) cos(wt) + wt cos?(wt)) =
= R?w*t(sin(wt) cos(wt) — wt sin?(wt) — sin(wt) cos(wt) — wt cos?(wt)) = —R?*w>t?

e dunque abbiamo che nel nostro caso -sostituendo nelle 2.5 le 2.1, 2.2, 2.3- si ha

Qux = R(cos(wt) + wt sin(wt)) + Rw?t sin(wt) —— T
x = R(cos(wt) + i sin(@t)) @) o3 - _
R?w*t?
kQMy = R(sin(wt) — wt cos(wt)) — Rw?t cos(wt) #0730 —xO7 0
RZw*t?
Qux = R(cos(wt) + wt sin(wt)) + Rw?t sin(wt) RZ205(2
kQMy = R(sin(wt) — wt cos(wt)) — Rw?t cos(wt) “R2g5¢2
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Qu = R(cos(wt) + wt sin(wt)) — Rwt sin(wt)
{QMy = R(sin(wt) — wt cos(wt)) + Rwt cos(wt)

Q. (t) = R cos(wt)
2.10) {QMy(t) = R sin(wt)

Dunque il centro di curvatura della evolvente coincide proprio con il punto di contatto fra cerchio e
retta.

Volendo la curvatura -al fine di calcolare accelerazione angolare e tangenziale del punto M che
descrive la cicloide- si osservi che

3 3 3
(o - FHOFFOF  (Rolt ®o't) Rt
c - |X(t))’(t) - x(t)y(t)l - Rza)stz - RZwStZ - R2w5t2

2.11) R.(t) = Rwt
Poiche inoltre la 2.4 porge

s(t) = Rw?t
5(t) = Rw?

2.12) {

abbiamo per I’accelerazione normale che

&2
O

N (Rw?t)? R2w*t?
da =— =
"R

Rwt

N(t) = Rw3tN(t)
e per ’accelerazione tangenziale che

at, = Rw?T(t)
Quindi si conclude che

an(t) = Rw3tN(t)

2.12) { "
ak,(t) = Rw?T(t)

3. Soluzione analitica. Per rispondere al quesito 1.4 si consideri che
r
t=0.14s > wt = 50;0.145 =7r =

31 {x(0.14s) = 0.3m(cos(7r) + 7r sin(7r)) = 1.605m
1) v(0.14s) = 0.3m(sin(7r) — 7r cos(7r)) = —1.386m

. T 2 m
%(0.14s) = 0.3m (50—) 0.14s cos(7r) = 79.159 ™
3.2) s s

2
7(0.145) = 0.3m (50 g) 0.14s sin(7r) = 68.983 %
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2
%(0.14s) = 0.3m (501) (cos(7r) — 7rsin(7r)) = —2883.75222 m
3.3) s ¥ s ldyl = 5303.299;

2
(0.14s) = 0.3m (505) (sin(7r) + 7r cos(7r)) = 4450.726 %

3
% (0.145)| = Rw’t = 03m (50%)" 0.14s = 52505 -

3.4) * = ldy| = 5303.300%

- _ 2 _ T 2 _
|5 (0.145)| = Rw? = 0.3m (50%) =750
Per il quesito 1.5 si consideri invece che la 2.4 porge

T
t =0.28s > wt = 50;0.285 = 14r =

3.4) {x(0.28s) = 0.3m(cos(14r) + 14rsin(14r)) = 4.201m
' v(0.28s) = 0.3m(sin(7r) — 7r cos(7r)) = —0.277m

m

2
%(0.28s) = 0.3m (50 f) 0.28s cos(14r) = 28.714%
3.5) s s

m

2
7(0.28s) = 0.3m (50 g) 0.28s sin(14r) = 208.027 =

2
#(0.28s) = 0.3m (50 f) (cos(14r) — 147 sin(14r)) = —10298.824 2 .
3.6) s * = ldy| = 10526.751%

2
5(0.285) = 0.3m (50%) " (sin(14r) + 14r cos(14)) = 2178.696 3

3
|7 (0.285)| = Rw’t = 0.3m (50 g) 0.28s = 10500 =

3.7) o dy| = 10526.7515%

2
|5 (0.285)| = Rw? = 0.3m (50%) =750

4. Algoritmo per la soluzione al calcolatore. Per risolvere i quesiti 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, ho scritto in
Fortran i seguenti codici:

e [’unita chiamante main_ese_9 b, la quale si occupa di calcolare gli array associati alle 2.1,
2.4, da passare poi alle subroutine grafiche, in modo da ottenere una successioni di
fotogrammi in cui la retta descrive la sua rotazione mentre il punto M traccia la evolvente; e
di ottenere il diagramma dello spazio percorso nel tempo;

e il modulo mod_ese 9 b, il quale contiene i parametri 1.1 e le seguenti subroutine:

e evolvente, la quale traccia per ogni istante la posizione della retta, la traiettoria
percorsa a quell’istante da M e dal centro di curvatura della evolvente;

e spazio, la quale si occupa di tracciare 1’andamento dello spazio percorso da M in
funzione del tempo.

Il diagramma di flusso del codice e riportato nel seguito. Si osservi che per tracciare la retta mobile
e necessario fornire la posizione anche di un secondo punto, oltre al punto M; a tale scopo si
consideri la figura, si ha:

Xg = Rcoswt — (L — wtR) sin wt

_ = -7 _ =1 — =
MP = wtR = PQ = L — MP = L — wtR {yQ:Rsina)t+(L—a)tR)C05wt
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Inizio
\

delta_t = 0.0005s
i=1

XM(Q) = R * (w * t(i) — sin(w * £(0))) > ilnvocia la Slét_)routine |
YM(D) = R« (1 - cos(w * t(D))) evolvente per disegnare la
Qe (D) = R * (cos(w * £(0)) + 2 * £(3) sin(w * £(i))) posizione della retta istante

. . . . er istante oltre alla
oy (D) = R = (@ = (D) = 20 = £(D) cos(w * (D)) trzfiettoria di M e di Qy

y~

vero

w*t(i) > 27w

t(i+1) =t(i) + delta_t

i=i+1
i=1
invoca la subroutine spazio
R2w3t(i)? g P
S(i) — per 1segna_re anaamento
2 dello spazio percorso nel
tempo

w*t(i) > 27w vero

t(i+1) =t(i) + delta_t
i=i+1

calcola la posizione di M, Q,, per t_1 = 0.14s e per t_2 = 0.28s,
nonché la velocita e I’accelerazione di M in questi due istanti,
utilizzando le 2.1, 2.2, 2.3, 2.10

y

fine
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Se poi si assume L = 3R abbiamo

i1 Xo = Rcoswt — (3nR — wtR) sinwt = R(cos wt — (3m — wt) sin wt)
1) Yo = Rsinwt + (3nR — wtR) cos wt = R(sin wt + (3m — wt) cos wt)

Qls) 1
17
Cr)&l:;""““‘"“"’ Yot L
I
I
I
|
I
I
: M(t)
|
qu\[) M(O]

5. Esecuzione del programma. Il programma fornisce un fotogramma ogni 0.0005s del moto
della retta che descrive una rotazione di 37, in un tempo complessivo di circa 0.188s, per un totale
di 376 fotogrammi; in ciascun fotogramma compare la traiettoria descritta -fino a quell’istante- da
M, Q.

In figura é riportato uno degli ultimi fotogrammi, in cui si pud anche vedere un vettore che
congiunge M al centro di curvatura della cicloide in M medesimo.

Il programma fornisce anche -per la rotazione di 37- I’andamento dello spazio percorso da M in
funzione del tempo. In figura I’output grafico.

Il programma fornisce in fine la risposta ai quesiti 1.4, 1.5 fornendoli sullo schermo, come segue:

Dopo un tempo di 0.14s si ha che:

le coordinate x,y di M sono rispettivamente 1.6058426 -1.3860987

le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente 79.15974 68.98359

le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente -2883.7534 4450.7275
le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp. 2.9855144 -2.9692936

Dopo un tempo di 0.28s si ha che:

le coordinate x,y di M sono rispettivamente 4.2015724 -0.2771141

le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente 28.714815 208.02756

le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente -10298.827 2178.6965

le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp. 8.3621235 -0.85141045
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Evolvente Legenda
evolvente
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6. Soluzione grafica del punto 1.4. La configurazione del sistema dopo un tempo di 0.14s si trova
immediatamente considerando che la retta ha compiuto una rotazione

T
wt = 50;0.145 =7r = 401°,070 = 360° + 41°,070
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e dunque il punto tracciante M si trova a una distanza dal punto di tangenza P pari a
r
Rwt = 0.3m50§O.14s =2.1m

Adottando allora una scala di rappresentazione delle distanze pari a
m
61) 0, =02—

si ha la configurazione riportata in figura, dove € indicata la posizione del punto M. Per la velocita
del punto M si consideri ora che -essendo P il centro del moto e nota la velocita angolare, si ha

i
6.2) {“’ =503 = |By| = wPM = 1052
PM = Rwt = 2.1m s

in accordo con la 3.2 la quale porge

m
%(0.14s) = 79.159 —

> = |8y (0.14s)| = /(1.605m)2 + (—1.386m)? = 104.999
y(0.14s) = 68.983 -

Utilizzando poi una scala per le velocita
— ™M
6.3) o, =21 —

e possibile riportare la velocita, nelle sue caratteristiche vettoriali, sul disegno. Per I’accelerazione
si consideri che

e essendo la rotazione uniforme non c¢’¢ accelerazione angolare, dunque 1’accelerazione ¢ tutta
normale;

e considerando il moto inverso si deduce che il centro delle accelerazioni K ¢ il centro della
circonferenza.

Dunque I’accelerazione di M, tutta normale, punta il centro della circonferenza e ha modulo

m

2
64) Iyl = ldfl = MKw? = 10.15cmoy (505)" = 50755

52
in accordo con la 3.3 la quale porge

%(0.14s) = —2883.752 = .
65) 1 . 5 > |dyl = 5303.299 =
¥(0.14s) = 4450.7265—2 s

Si osservi ora che -essendo il centro di curvatura della evolvente sulla retta stessa- il punto M
descrive 1’evolvente con una accelerazione normale e una accelerazione tangenziale, che possono
essere lette direttamente dalla figura. Considerando la scala di rappresentazione
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_ m/s?
6.6) Oy = 1015_cm

si trova
2
) |dt,| = 0.8cma, = 0.8cm1015 "ZZ = 812522 @l ~
06 2 = |dy| = 5093.349 —
|ay| = 4.9cma, = 4.9¢m1015 75 = 4973.52 52
cm s

in discreto accordo con la corrispondente soluzione analitica 6.5. Per individuare il centro di
curvatura della traiettoria di M in M medesimo si utilizza ora una costruzione geometrica che si
basa a sua volta sulla formula di Euler-Savary. La costruzione passa attraverso i seguenti passaggi:

e sitraccialarettartra M, C;

si traccia la retta g L r per il punto C;

si traccia la retta t per M, Q;, tenendo presente che €, € il punto improprio della retta g;
si indica L I’intersezione t N q, risultando L = Q;;

si traccia la retta p per L e per Q;, ovvero -in questo caso- p = q.

Ebbene, I’intersezione r N p identifica il punto Q,,, che dunque coincide con il punto P di contatto
fra le due polari. Si ritrova cosi il risultato analitico 2.10.

Y
v o g
Gy=L| m/A
o
\ 6a= 1015 m/n*

“m

< wn

e e o e ——
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7. Soluzione grafica del punto 1.5. La configurazione del sistema dopo un tempo di 0.28s si trova
immediatamente considerando che la retta ha compiuto una rotazione

r

wt = 50;0.283 = 14r = 802°,140 = 360° + 360° + 82°,140

e dunque il punto tracciante M si trova a una distanza dal punto di tangenza P pari a
r
Rwt = 0.3m50§O.285 =4.2m

Adottando allora una scala di rappresentazione delle distanze pari a

m
71) o, = 025

si ha la configurazione riportata in figura, dove e indicata la posizione del punto M. Per la velocita
del punto M si consideri ora che, essendo P il centro del moto e nota la velocita angolare, si ha

T
7.2) {“’ =507 = |By| = 0PM = 2102
PM = Rwt = 4.2m s

in accordo con la 3.2 la quale porge

m
%(0.28s) = 28.714 —

S = \/(28.714?)

y(0.285) = 208.027 —

2 ms 2 m
+ (208.027—) = 209.999 —
S S

Utilizzando poi una scala per le velocita

73) o, =412

cm

e possibile riportare la velocita, nelle sue caratteristiche vettoriali, sul disegno. Per I’accelerazione
si consideri che

e essendo la rotazione uniforme non c¢’¢ accelerazione angolare, dunque I’accelerazione ¢ tutta
normale;

e considerando il moto inverso si deduce che il centro delle accelerazioni K ¢ il centro della
circonferenza.

Dunque I’accelerazione di M, tutta normale, punta il centro della circonferenza e ha modulo
- - 2 r 2 m

74) |yl = |dfkl = MKw? = 21.0cmo, (50%) = 105005

in accordo con la 3.3 la quale porge

2
#(0.285) = 0.3m (50%)" (cos(14r) — 14rsin(14r)) = —10298.824 "
75 ¢ = dy| = 10526.751%

2
5(0.285) = 0.3m (50)" (sin(147) + 147 cos(14r)) = 2178.696 5
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Si osservi ora che -essendo il centro di curvatura della evolvente sulla retta stessa- il punto M
descrive 1’evolvente con una accelerazione normale e una accelerazione tangenziale, che possono
essere lette direttamente dalla figura. Considerando la scala di rappresentazione

2
76) o, =701.78342
cm

si trova
2
|@t,| = 1.1cmo, = 1.1cm701.7834 25" = 771.961 2
) M cm s2 | | m
[ 2 = |dy| = 10485.029 —
|dy| = 14.9cmo, = 14.9cm701.7834 "ZZ = 10456.572522 s?

in discreto accordo con la corrispondente soluzione analitica 3.7.

Per individuare il centro di curvatura della traiettoria di M in M medesimo si utilizza ora una
costruzione geometrica che si basa a sua volta sulla formula di Euler-Savary. La costruzione passa
attraverso i seguenti passaggi:

si traccia la retta r tra M, C;

si traccia la retta g L r per il punto C;

si traccia la retta t per M, Q;, tenendo presente che ; € il punto improprio della retta g;
si indica L I’intersezione t N g, risultando L = Q;;

si traccia la retta p per L e per Q;, ovvero -in questo caso- p = q.

Ebbene, I’intersezione r N p identifica il punto Q,,, che dunque coincide con il punto P di contatto
fra le due polari. Si ritrova cosi il risultato analitico 2.10.

8. Codice del programma principale.

lunita' chiamante per risolvere la seconda parte della esercitazione
Inove del corso di meccanica applicata alle macchine

lusa il modulo mod_ese 9 b

13/8/2013

PROGRAM main_ese_9_b
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lusa DISLIN

USE DISLIN

lusa il modulo mod_ese_9_b

USE mod_ese 9 b

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

!dichiaro l'array che contiene le coordinate di M

REAL, DIMENSION (1:1000):: xM, yM

!dichiaro l'array che contiene le coordinate del centro di curvatura
REAL, DIMENSION (1:1000):: xc, yc

!dichiaro l'array che contiene i valori dell'ascissa curvilinea
REAL, DIMENSION (1:1000):: st

!dichiaro l'array che contiene gli istanti di tempo

REAL, DIMENSION (1:1000):: tempo = 0.

!dichiaro la variabile che contiene l'istante di tempo considerato
REAL:: t=0.

!dichiaro l'incremento di tempo

REAL:: delta_t = 0.0005

!dichiaro l'indice del ciclo

INTEGER:: i

Idichiaro posizione, velocita e accekerazione di M

REAL:: xemme, yemme, xemme_p, yemme_p, Xemme_p_p, yemme_p_p
!dichiaro la posizione del centro di curvatura

REAL:: xcentro, ycentro

!dichiaro la stringa per chiudere il programma
CHARACTER(len=10):: chiusura

Isezione esecutiva

ICalcolo i valori delle coordinate di M e del centro di curvatura
i=1

coordinate_M: DO
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xM(i) = raggio*( COS(omega*tempo(i)) + omega*tempo(i)*SIN(omega*tempo(i)) )
yM(i) = raggio*( SIN(omega*tempo(i)) - omega*tempo(i)*COS(omega*tempo(i)) )

xc(i) = raggio*( COS(omega*tempo(i)) )
yc(i) = raggio*( SIN(omega*tempo(i)) )

CALL evolvente (xM, yM, xc, yc, tempo, i)
IF (omega*tempo(i)>3.*pi) EXIT coordinate_M

tempo(i+1) = tempo(i) + delta_t
i=i+ 1l

END DO coordinate_ M

Icalcolo i valori dello spazio percorso

i=1

spazio_percorso: DO
st(i) = (raggio**2)*(omega™**3)*(tempo(i)**2)/2.
[F (omega*tempo(i)>3.*pi) EXIT spazio_percorso

tempo(i+1) =tempo(i) + delta_t*REAL(i)
i=i+1

END DO spazio_percorso

Itraccia il diagramma dello spazio in funzione del tempo

CALL spazio (st, tempo, i)

Icalcola posizione, velocita' e accelerazione di M per omega*t=7r

xemme = raggio*( COS(7.) + 7.*SIN(7.) )
yemme = raggio*( SIN(7.) - 7.*COS(7.) )

xemme_p = raggio*(omega**2)*0.14*C0OS(7.)
yemme_p = raggio*(omega**2)*0.14*SIN(7.)

xemme_p_p = raggio*(omega**2.)*(COS(7.) - 7.*SIN(7.))
yemme_p_p = raggio*(omega**2.)*(SIN(7.) + 7.*C0OS(7.))

xcentro = raggio*( COS(7.) + 2*7.*SIN(7.) )
ycentro = raggio*( SIN(7.) - 2*7.*C0S(7.) )

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "Dopo un tempo di 0.14s si ha che:"

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le coordinate x,y di M sono rispettivamente"”, xemme, yemme

WRITE(*,*) " "

WRITE(*,*) "le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente", xemme_p, yemme_p
WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente”, xemme_p_p, yemme_p_p
WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp.", xcentro, ycentro
WRITE(**) " "
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Icalcola posizione, velocita' e accelerazione di M per omega*t=14r

xemme = raggio*( COS(14.) + 14.*SIN(14.) )
yemme = raggio*( SIN(14.) - 14.*C0OS(14.) )

xemme_p = raggio*(omega**2)*0.28*C0S(14.)
yemme_p = raggio*(omega**2)*0.28*SIN(14.)

xemme_p_p = raggio*(omega**2.)*(C0OS(14.) - 14.*SIN(14.))
yemme_p_p = raggio*(omega**2.)*(SIN(14.) + 14.*C0OS(14.))

xcentro = raggio*( COS(14.) + 2*14.*SIN(14.) )
ycentro = raggio*( SIN(14.) - 2*¥14.*C0OS(14.) )

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "Dopo un tempo di 0.28s si ha che:"

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le coordinate x,y di M sono rispettivamente”, xemme, yemme

WRITE(**) " "

WRITE(*,*) "le componenti x,y della velocita' di M sono rispettivamente"”, xemme_p, yemme_p
WRITE(**) " "

WRITE(**) "le componenti x,y della accelerazione di M sono rispettivamente", xemme_p_p, yemme_p_p
WRITE(**) " "

WRITE(**) "le coordinate x,y del centro di curv. della traiettoria di M sono risp.", xcentro, ycentro
WRITE(**) " "

lle seguenti righe permettono di agevolare il lancio del programma dalla icona
WRITE (**)" "

WRITE (**)"To close the program press any key. Then press RETURN."

READ (**) chiusura

STOP

END PROGRAM main_ese 9 b
9. Codice del modulo.

!modulo invocato dal programma main_ese_9_a per risolvere la secondA parte
!della esrcitazione nove del corso di meccanica applicata alle macchine
13/8/2013

MODULE mod_ese 9 b

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro le costanti geometriche del quadrilatero

REAL, PARAMETER:: omega = 50.

REAL, PARAMETER:: raggio = 0.3

REAL, PARAMETER:: pi = 3.14159265359

Iscrivo le subroutine

CONTAINS



SUBROUTINE evolvente (xM, yM, xc, yc, tempo, i)

Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro gli array delle coordinate di M e del centro di curvatura
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(1:1000):: xM, yM, xc, yc, tempo
!dichiaro il numero di istanti considerati
INTEGER,INTENT(IN):: i

!dichiaro le variabili locali

Icoordinate punto Q

REAL: xQ, yQ

Istringa usata per la legenda

CHARACTER(len=30)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il tipo di file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution") Irisoluzioneformato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') !scritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

limposto gli assi

CALL AXSPOS (700,2000) Icoordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (1700,1700) lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('','’x") Inome delle ascisse

CALL NAME ("','y") Inome delle ordinate

CALL GRAF (-2.5,2.5,-2.5,1.,-2.5,2.5,-2.5,.25) linizio, fine, incremento assi x,y

CALL GRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT ltraccio la retta x=0

CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

CALL DASH Itratteggio per gli assi coordinati
CALL NAME (‘'metri','x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘metri','y") Inome delle ordinate

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Evolvente",1) Iprima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

Itraccio le curve
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CALL CHNCRV('line") lusa tratti diversi per le tre curve
CALL CURVE (xM, yM, i) Itraccio la evolvente
CALL CURVE (xc, yc, i) Itraccio la traiettoria del centro di curvatura

Iricavo la posizione di Q

xQ = raggio*( COS(omega*tempo(i)) + omega*tempo(i)*SIN(omega*tempo(i))
3*pi*raggio*SIN(omega*tempo(i))
yQ = raggio*( SIN(omega*tempo(i)) - omega*tempo(i)*COS(omega*tempo(i))

3*pi*raggio*COS(omega*tempo(i))

ltraccio la circonferenza

CALL RLCIRC (0., 0., raggio)

ltraccio un vettore che congiunge M al centro di curvatura
CALL RLVEC (xM(i), yM(i), xc(i), yc(i), 2211)

ltraccio la retta ruotante come segmento fra M e Q

CALL RLINE (xM(i), yM(i), xQ, yQ)

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,2,10) lvariabile di carattere, righe, lunghezza
CALL LEGTIT ('Legenda’) Ititolo legenda

CALL LEGLIN (stringa,'evolvente',1) Iprima riga della legenda

CALL LEGLIN (stringa,'omega_M',2) Iseconda riga della legenda

CALL LEGEND (stringa,3) Iposizine in alto a destra

CALL DISFIN

END SUBROUTINE evolvente

SUBROUTINE spazio (st, tempo, i)

Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro 1'array dello spazio e quello del tempo
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(1:1000):: st, tempo
!dichiaro il numero di istanti considerati
INTEGER,INTENT(IN):: i

!dichiaro le variabili locali

Istringa usata per la legenda
CHARACTER(len=30)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il formato del file
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CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers") Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichiama alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (700,2700) Icoordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (1700,1300) lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('secondi’,'x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘'metri','y') !nome delle ordinate

CALL LABDIG (3,'x") Ichiedo 3 cifre decimali per I'asse x

CALL DASH ltratteggio per gli assi coordinati

CALL GRAF (0.0,0.2,0.0,0.05,0.0,200.,0.0,10.) !inizio, fine, intervallo assi x, y

CALL GRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0

CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio la curva

CALL MYLINE (1,1) Ichiede una linea continua per la curva
CALL CURVE (tempo, st,i)  !traccio lo spazio in funzione del tempo

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Spazio percorso"”,1)!prima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,1,15) lvariabile di carattere, righe, lunghezza
CALL LEGLIN (stringa,'spazio’,1) !contenuto della legenda

CALL LEGTIT ('Legenda') ltitolo legenda

CALL LEGEND (stringa,3) Iposizine in alto a destra

CALL DISFIN

END SUBROUTINE spazio

END MODULE mod_ese_9 b

149



Statica piana

1. Primo esercizio con free-body. Il meccanismo cuneo-cardine e riprodotto in scala nella seguente
figura.
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In prima istanza schematizzo la reazione del collare con una coppia e una forza; in tal caso le forze
applicate al corpo 2 sono tre, e precisamente

Q Ri, R3,
200N ? ? modulo
vertic. | oriz. T versore

La condizione di equilibrio € che le tre forze \ _.
costituiscano un triangolo chiuso. Si costruisce Kou
cosi il seguente diagramma delle forze, dal quale si
ricava in particolare R:,, nota la quale -per il
principio di azione e reazione- si ricava R, la
quale permette di costruire 1’analogo triangolo
delle forze per il cuneo. Misurando i segmenti
rappresentativi delle forze e tenendo conto della
scala di rappresentazione si ha

1.1) P =3.4cmoy = 3.4cm50$N = 170N

Si osservi che I’analisi qui condotta consente di
ricavare 1’intensita delle reazioni, ma non il loro
punto di applicazione. Tuttavia la condizione di
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annullamento dei momenti per i corpi 2,3 permette immediatamente di concludere che la retta
d’azione di R}, deve passare per A, mentre quella di R}, deve passare per B. Tutto cio & riportato
nel seguente disegno, in cui si possono vedere le reazioni trovate, applicate ai rispettivi corpi.
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sl
o
o
7 ~ E
f p=
¥
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Si schematizza ora la sollecitazione vincolare
del collare in due forze, applicate alle due R
estremita del cardine stesso. In questo caso sul
cardine agiscono quattro forze, e dunque si
procede nel seguente modo:

e sisommano le forze R, ,, Q;
e sisommano le forze R%,, R},5;
e si considera la retta di compenso 7

indicata in figura. =,

e
Con questo procedimento si ricavano i moduli
di R:, 4, R, R, 5. Nota allora completamente
R%, si hala R}, e considerando il diagramma | +“~
di free-body del cuneo, si ricava & o

G w504 N v P
12) P = 3.4cmoy = 3.4cm50-- N = 170N ' N
cm \

T :,K

cioe di nuovo la 1.1. "

2. Primo esercizio con PLV. Il PLV
(principio dei lavori virtuali) porge

Assegnato il modulo di 7z posso ricavare v, applicando il teorema dei moti relativi. Assunto infatti
il riferimento fisso solidale al telaio (corpo 1) e quello mobile solidale al cuneo (corpo 2), si ha
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2.2)  Upp1 = Uapz t+ Vpz1 © Ua = Upp3 + Up

Si costruisce allora la tabella seguente

Va2 = V23 +Up
w,|BA| | w,|BC|(?) ? modulo
vertic. LAB oriz. | versore

in base alla quale si traccia il diagramma
polare in figura, dal quale si deduce

23) A="2-082> v, =0.82v

VB

Sostituendo la 2.3 nella 2.1 si ha

_QUA + PUB = 0 (=4 QO82UB = PUB

Dunque il PLV permette di concludere che F
24) P =0.82Q = 164N

3. Secondo esercizio con free-body. Il meccanismo a doppio pattino é riprodotto in scala nella
seguente figura.

1 —
e
N\
O
\ \]
\‘\

LYy
L vmy

Sulla slitta 4 agiscono 3 forze, in particolare
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Q R}, RS,
150N ? ? modulo

vertic. oriz. T versore

Imponendo la chiusura del triangolo delle forze (prima equazione della statica) si ricavano le
incognite dinamiche.

Dalla lettura del diagramma in figura, utilizzando la scala di rappresentazione indicata, si ricavano i
seguenti moduli per reazioni e forza motrice:

P Ri, R}, Ris RS, R},
60N 60N 162.5N 162.5 162.5 150N modulo
oriz. oriz. oriz. oriz. oriz. vert. versore

4. Secondo esercizio con PLV. Il PLV (principio dei lavori virtuali) porge
41) Q-vg+P-7,=0
Assegnato il modulo di 7, posso ricavare vz considerando che nel moto rigido del corpo 3 si ha

42) ﬁB = ﬁA + EBA

Up = Uy +Upy
? vy ? modulo
vertic. oriz. 1L BA | versore
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In base alla tabella si traccia il diagramma polare in figura,
dal quale si deduce
43) ZB=2-04=yp, =04y, Ve ?713

va

Sostituendo la 4.3 nella 4.1 si ha

Va
—Qvg + Pvy =0 < Q0.4v, = Pyy
Dunque il PLV permette di concludere che Lo b
<

44) P =04Q = 60N

5. Terzo esercizio con free-body. In figura € rappresentata la configurazione per la quale si vuole
determinare 1’equilibrio.

Considerando 1’equilibrio della leva 3 si deve costruire il triangolo delle tre forze indicate in tabella.

Q R33 Ris
230N ? ? modulo
vert. el T3 versore
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Si ottiene il diagramma riportato in figura, dal quale in particolare si ricava R, = —R}5, nota la
quale si puo costruire il triangolo delle forze per il corpo 2, il quale coinvolge i vettori indicati in
tabella.

P R}, R},
? . ? modulo
: —R33

oriz. Ts versore

Misurando il segmento rappresentativo di P dal diagramma, e tenendo conto della scala di
rappresentazione scelta, si ha

51) P =55cm40—N = 220N
cm

G‘F: 4L)i_ N P‘b}z

Lvn

2 vy

6. Terzo esercizio con PLV. Il PLV (principio dei lavori virtuali) porge
6.1) Q- vy +P-vy=0
Dr’altra parte si ha

Uy = Ug + Uyp

6.2) Vp = Upp + Ups;

Ty = @y X AN

Nella seconda relazione si & utilizzato il teorema dei moti relativi, avendo fissato il sistema di
riferimento mobile S come solidale al corpo 2. Sostituendo allora la 2 nella 1 si ha

63) ﬁM = 1732 + 1733‘2 + ﬁMB

per la quale equazione si puo costruire la tabella seguente.
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Uy = Upy +Up32 +Uyp
? w,AyB ? ? modulo
1L MB, 1L AB L AB L BM versore

Si vede che la equazione vettoriale 6.3 non € risolvibile, presentando 3 incognite scalari. Tuttavia &
risolvibile la seconda equazione delle 6.2 per la quale si ha la tabella seguente.

Up3 = Upa +Vp3,2
? w,AoB ? modulo
1L BB, L AyB L AB versore

Draltra parte si ha anche

sostituendo nella 6.1 si ha

_ 1
vy | = 1.3cméw, —m= 5.2w,m

Q5.2w,mcos a + P14.8w,mcosfB =0

156

[Fy| = w,|AgN| = w23.7cm4$m = 14.8w,m

Il relativo diagramma polare € indicato in figura. Ricavato g5 (in funzione di w,) si costruisce il
diagramma polare per la equazione 6.3 che ora presenta solo due incognite. In figura ho costruito
questo ulteriore diagramma polare su quello precedente; si osservi che la scala di rappresentazione
delle velocita e funzione della w,. Misurando il vettore rappresentativo di ©,, si ha




dove gli angoli «,  vanno rilavati dalla figura, ottenendo

6.7 {a = 148° = cosa = —0.84
1) B =72°=>cosf =0.3

Se sostituisco le 6.7 nella 6.6 ottengo
—0Q5.2w,m0.84 + P14.8w,m0.3 = 0 & 230N5.2m0.84 = P14.8m0.3
e dunque in conclusione

6.8) P =22627N

In alternativa -e in modo piu veloce- si possono cercare i centri di istantanea rotazione dei moti
relativi, e utilizzando il teorema dei moti relativi scrivere

6.9) Vyz = Vmz + Vs

a cui corrisponde la tabella

VUms = Upmpz +Upy32

? wyAgM ? modulo

LMCy, | LAM | LCyM | versore

Si evince immediatamente -dall’applicazione dl teorema di Aronhold-Kennedy- che C;, si trova
nella intersezione fra r; e la retta per Ay, By. Dunque 1’equazione di cui sopra ¢ risolvibile,
presentando solo due incognite scalari.

7. Quarto esercizio con free-body. Si consideri la guida di Fairbairn indicata in figura; si chiede il
momento M che garantisce 1’equilibrio. Considerando 1’equilibrio della slitta 6 abbiamo che su di
essa agiscono le forze elencate in tabella.

- pi pDi
F R56 R16

50N ? ? modulo
T3 7 T, versore

La costruzione del triangolo delle forze permette di calcolare i moduli incogniti.
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Nel diagramma ¢ riportato anche ’equilibrio della slitta 5, che permette di ricavare R, = —R!; =

RL: = —RL,, noto il quale si passa all’equilibrio del glifo 4, sul quale agiscono le forze riportate in
tabella.

RE, R}, R,
37N ? ? modulo
T 4 Ts versore

In figura il relativo triangolo delle forze dal quale si ricava in particolare R, = —R%; = Ri, =

—R%, . Utilizzando questa reazione si impone in fine I’equilibrio alla manovella ottenendo la
condizione

|Ri,|d =M < 67N0.1m = M
e dunque in conclusione
7.1) M =6.7Nm
8. Quarto esercizio con PLV. Il PLV porge
81 M-w,+F -vy=0

Assegno dungue @, ed effettuo 1’analisi cinematica del meccanismo, col fine di ricavare 7. Fisso
il sistema di riferimento mobile S come solidale al glifo 4 e applico il teorema dei moti relativi:

8.2) Upy, =Vpst+ Up3a

Ottengo la tabella seguente

17:73 = VUpy +VUp34
w,|CB| | w,|AB|(?) ? modulo
L CB 1 AB | AB versore
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in base alla quale costruisco il diagramma —
polare, dal quale si ricava "fs4

1
Vps = 2.1cmw-,0.05 %m = 0.1lw,m

-;,l

>
Lot

e dunque 4 o S S V|

0.1w2m 0.1(1)2777.
83) (1)4 = — =
|4B| 0.46m

= 0.21w,

Ora assumo come sistema mobile il sistema di riferimento S’ solidale alla slitta e applico il teorema
dei moti relativi scrivendo

8.4) Ups = Upe t Upse

per la quale relazione si costruisce la seguente tabella

Ups = Upe +Ups 6
w4 | DA| ? ? modulo
1 AD oriz. vert. versore
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Il diagramma polare ¢ indicato in figura e porge

48.5) vy = Vpg = 16.5cmw40.05—m = 16.5cm0.210,0.05—m = 0.17mw,

Cyr=w, 0,054 m

el

O

Sostituendo la 8.5 nella 8.1 si ha

Mw, + F0.17mw, cosa = 0

L’angolo « si rileva dalla figura ottenendo @ = 130° = cos @ = —0.64 e dunque

8.6) M = F0.17m0.64 = 5.44Nm
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Dinamica di una camma
1. Il quesito. La camma in figura € costituita da un disco eccentrico 2 -incernierato in A,- avente:
e centro geometrico in A, coincidente con il baricentro G,;
e raggior = 10cm;
e massam, = 2.4kg;

E’ costituita inoltre da un cedente traslante 3, avente

e Daricentro in Gs;
e massamsz = 1.9kg.

Assumendo 1’assenza di attrito, si chiede

1.1) la coppia motrice M,,, da applicare al movente per mantenere una velocita di rotazione costante
dello stesso w, = 50gpm se sul cedente é applicata una forza verticale P = 50N;

1.2) le reazioni vincolari R,,, R3, R,3 nelle condizioni del punto precedente.

Si risponda ai quesiti utilizzando il metodo del Free Body e il Teorema dei Lavori Virtuali. Si
chiede inoltre

1.3) la minima forza verticale P da applicare al cedente nella configurazione di alzata massima,
perché non si abbia distacco, se la velocita del movente ha valore costante w, = 350gpm.

-~
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2. Analisi cinematica, metodo del meccanismo equivalente. Si osserva che

162



e il punto B é vincolato -dalla forza di chiusura- a rimanere a distanza costante dal punto A,
ovvero B e vincolato a ruotare intorno ad A;

e il punto A é vincolato -dalla cerniera- a ruotare intorno al punto A;

e il punto B é vincolato dalla coppia prismatica a traslare verticalmente.

Cio permette di studiare il moto del punto B attraverso il meccanismo equivalente indicato in figura,
il quale e costituito da sole coppie inferiori (si tratta in particolare di un manovellismo di spinta).
L’equazione fondamentale della cinematica del secondo ordine porge

21) C_iB = C_iBA-I_aA

Per tale equazione si puo costruire la tabella seguente:

dB = a%A + &SA + C_iA
? ? w%AA, | modulo
verticale | 1 AB | AB 1 A4, | versore

Come si vede I’equazione 1.1 presenta 3 incognite, € dunque non ¢ risolvibile. Tuttavia in questo
caso I’analisi cinematica del primo ordine (del meccanismo equivalente) consente di ricavare una
delle incognite, infatti I’equazione fondamentale della cinematica del primo ordine porge

22) 1_7)3 = ﬁBA + ‘EA

la quale si traduce nella tabella

5}3 = ﬁBA + ﬁA
? ? w,AA, | modulo
verticale | 1 AB 1 44, Versore

La soluzione attraverso i diagrammi polari permette di ricavare in particolare la velocita angolare
del moto 3-2. Considerando che
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N T m
w,AAy = 5.23-0.03m = 0.1569—

dalla lettura del diagramma si ha

|1‘_7)BA| = 24‘5cm Oy =
m

1 73 m
=245cm - ——— = 0.061; =

40 cm
N m m
_ |Upal _ 0061  0.061- r
2.3) 32 — - —_ cm — 0.4‘12 -
AB 7.4cm-oy, 7.4cm-2% N

Con cio la tabella relativa all’equazione 1.1 puo essere riscritta come segue

C_iB = aEA + &SA + C_iA
? w%,AB | w3AA, | modulo
verticale | 1 AB | AB 1 A4, | versore

Ora I’equazione é risolvibile con metodo dei diagrammi polari. Considerando allora che

w2,4B = (0.4122)2 - 7.4cm -0, = (;).4122)2 - 7.4cm -
WIAA, = (5.232) .3em = 0.82?2

cm m
2—=0.025—
cm S

Posso allora tracciare il diagramma polare dal quale si evince che

ldg| = 9.5¢m - g, = 9.5cm - 0.05% =0.4752

s2

2.4)

3. Analisi cinematica, metodo analitico. Con riferimento alla figura si ha immediatamente che

[, cos0, +13c0s0; — AN =0
lein82+l35in93_yB=0 [N R ——

3.1) {

~o |-
MR

Dalla prima equazione si deduce che

AgN—1, cos 6,
I3

3.2) cosb; =

Potendosi facilmente verificare che 6, € ]0,7/2[, possiamo poi
scrivere

B A e

AN 2
33) sinf; =1—cos?6; = \/1 — (Fatacosts)
3

Sostituendo i dati geometrici del meccanismo si ha

\

o
S
1
I
N
|7
D
[N
=
=
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- 2 2
AN — 1, cos @ 5.4cm — 3cmcos @
j1—< ki 2) =j1—( 2) = J1—[0.20(1.8 — cos 6,)]2

l5 14.8cm

Dunque abbiamo trovato sin qui che

3.4) sinf; = /1 —1[0.20(1.8 — cos 6,)]?

Sostituendo nella seconda delle 3.1 si ha

3.5) yg =3cmsin6, + 14.8cmy/1 —[0.20(1.8 — cos 6,)]?

Derivando si trova

36) 5= 9-2 {3 cos 6, — 0.592 1.8sin 6,—0.5 sin(ZBz)}

/1-0.04(1.8—cos ;)2

3.7) 5 = 922 {_3 sin6, — 0.592 [ 1.8 cos 6,—cos(26,) 0.04(1.8 sin 6,—0.5sin(26,))(1.8—cos 8,) sin 92]}cm

J1-0.04(1.8—cos 6,)2 (1-0.04(1.8—cos 6,)2)3/2
Nella configurazione proposta si ha

sinf, = 0.39
cos 8, = 0.92
cos(26,) = 0.69
sin(26,) = 0.72

3.8)

Dunque la 3.7 fornisce per B la seguente velocita ed accelerazione

yp = 13.35 5
39) 3. em
Si ottiene cosi un risultato in buon accordo con la 2.4.

4. Analisi cinematica, metodo analitico approssimato. Vediamo ora un metodo analitico

approssimato, di comune uso nello studio del manovellismo di spinta. Si ricordi il seguente
sviluppo in serie di Mc Laurin:

) ! ( 1)
41) A+ =%i5 () ¥ = Bt ¥ = 1+ ax + TS24 0(x?)

conx € |—1,1[ e @ € R. Nel nostro caso si osserva che
0.8<18-cosf, <2.8=0.16 <0.20(1.8 — cos,) < 0.56

Dunque lo sviluppo 4.1 puo essere applicato al secondo membro della 3.4, avendosi
1 1
(1 —-1[0.20(1.8 = cos 6,)]*)/? =1 — 3 [0.20(1.8 — cos 6,)]? + 3 [0.20(1.8 — cos 6,)]* —
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Limitandoci ai primi due addendi abbiamo

42) sinf; =1—[0.20(1.8 — cos§,)]? = 1 — 0.02(1.8 — cos §,)*
Dunque la seconda delle 3.1 porge

4.3) yp =1,sinf, + I3[1 —0.02(1.8 — cos 8,)?]

Derivando si ottiene

4.4) {yB = 6,[3 cos 8, — 1.0656 sin 6, + 0.296 sin(26,)]cm
' jg = 82[—3sin 6, — 1.0656 cos 6, + 0.592 cos(26,)]cm

Essendo poi 8, = 23° e 6, = 5.23r/s la seconda delle 4.4 porge

45) g = —47.58‘;—’:

5. Analisi cinematica, metodo dei diagrammi polari. 1l centro di istantanea rotazione del moto 2-
1éin Ay, quello del moto 3-1 é dato dal punto improprio della direzione orizzontale. Poiché poi la
velocitd 3, € ortogonale alla retta per B, A, allora Cs, si trova su tale retta. Dunque -per il
teorema di Aronhold-Kennedy- il centro di istantanea rotazione del moto 3-2 ¢ dato dalla
intersezione fra la retta per B, A e la retta orizzontale per A,.

Detta w3, la velocita angolare del moto 3-2, allora dalla teoria dei moti relativi si ha che

51) 53 = 532 + 52

Essendo poi w5 = 0, allora si ha

52) 532 = _52

Dal punto di vista scalare abbiamo allora

53) |dsl =|d,| = 5-232

Ricavo ora I’accelerazione del centro di massa del movente. Essa ¢ data da

m

- 2 2 - 21 2
5.4)  dg, = Ahow;? = ldg,| = 3em - (50 - 2) " = 0.825

s2

Ricavo ora I’accelerazione del centro di massa del cedente. Applico il teorema dei moti relativi,
assumendo come sistema di riferimento assoluto X il telaio (membro 1), e come sistema di
riferimento relativo S il movente (membro 2). Allora ’accelerazione del punto B € data da

- _ = - - _ =t - - — -
5.5)  dpsy = dpsz + Aoy + Ap = Apsy + Apsy + Gy + 20, X Upsy
Considerando il moto di B nell’ambito del moto del piano 3 rispetto al piano 2, possiamo osservare

che esso descrive la circonferenza di raggio AB con una velocita periferica scalare ws,C5,B. Questo
permette di ricavare la componente normale di dg3,, avendosi
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-2 2 7 R2RA

SB A~ w3,C32,B“ BA

5.6) C_l)n =-=£ n= —32_32 —
B32 PB AB BA

Per la equazione vettoriale 5.5 & possibile costruire allora la tabella seguente:

dpz1 = | Gpsa + g3z dpay + dp
2,C3,B? - S
? ? 9320327 | BZ |(w,)? | 21@,] - [Bysz] | modulo
AB
IBGs | LBA | BA I BA, | AB versore

Ricavo i moduli dei vettori noti:

2
fl . (s.23%160m) 473
a = — = . —_
B3z 14.8cm s2

— 5
57) o |ldpa21l = |BA0|(a)2)2 = 16.8cm (5.232) = 4_59?2
[Vmz2] = lw32C32B| = |lw,C32B| = 5.23516cm = 0.83%

m

L@ | = 21| - [Puysa] = 2 5.235-0.83?= 8.75522
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Fisso una scala di rappresentazione per le forze o, = 1.0(m/s?)/cm e ottengo il diagramma polare
in figura. Dalla lettura del diagramma si ha

58) |C_iM31| = 05CTn . O-F == 05522

6. Forze di inerzia. Ricavo la forza d’inerzia per il movente. Considerando la 5.4 si ha

6.1) Fi"=—mydg, = |Fi"| = 2.4kg - 0.82% = 1.97N

Ricavo ora la sollecitazione d’inerzia del cedente. Dalla 2.4 si deduce

6.2) Fi"=—myds = |F{"| = 1.9kg - 0.475% = 0.90N

7. Metodo dei lavori virtuali. Il PLV in questo caso si scrive:

7.1) 6L, = My 8a + (—P, + Fi*sin(23°))8v, — Fi™ cos(23°) Suy — (—Fi" + P; + P)Svg =0
dove

P, = 2.4kg - g = 23.54N
7.2) {P; =19kg-g = 18.63N
P = 50N

Dalla figura si legge d’altra parte che

517A

AgAcos B = oa

0 2

7.3) P =
_— = 60!
ApAsin 0,

6vy = AgAcosB, - da =2.7cm - S«

7.4) { Aod c«
ouy = ApAsinf, - da = 1.2cm - da

Facendo riferimento al diagramma delle velocita utilizzato per 1’analisi cinematica del primo
ordine, si ha poi

dvy, vycosf

dvp Vg

Sv, = 22 85v, = 0.916v, = 0.91 - 2.7cm - Sa = 2.47cm - Sa
5.9

Dunque la 7.1 porge
Mpda = (P, — F{"sin(23°))8v, + F5' cos(23°) Su, + (—Fi™ + P; + P)Svp =
= (23.54N — 1.97N - 0.401) - 2.7cm - §a + 1.97N - 0.92 - 1.2cm - a +
+(—0.90N + 18.63N + 50N) - 2.47cm - Sa =

76) M, = 230.88Ncm = 2.30Nm
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8. Metodo del free body. Procedo all’imposizione dell’equilibrio meccanico, al fine di ricavare le
incognite dinamiche.

Decido di descrivere la reazione del collare con due forze di rette d’azione r% e r; allora il corpo
3 € un corpo soggetto a sole quattro forze. Indicando V la risultante delle forze verticali agenti su 3,
abbiamo

81 V=F"—-PpP,—P=-67.73

dove ho assunto positivo il verso che punta 1’alto.

& ’L} J
R \ [
< |

A

~
S »

m
Fod
N
-

Individuando la retta di compenso f, si ricava in particolare la forza scambiata dai corpi 3 e 2.
Imponendo ’equilibrio al corpo due, si ricava infine la coppia richiesta. Stabilita la scala delle forze

or =10 i, dal diagramma polare in figura si deduce che:
cm
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(Ry, = 9.0cm - 10— = 90N
cm

R% =22cm- 10— = 22N
cm

82) {RY=10cm-10—-=10N

R,s = 6.8cm - 10~ = 68N
cm

d=24cm

9. Massima alzata: soluzione numerica. La coppia cinematica in esame si classifica come indicato
in tabella.

tipo di coppia tipo di contatto tipologia di moto chlusura_della comb_lnaz_lone
superiore coppia di fasi

camma punteria a rullo | rotazione del movente, chiusura di forma salita-discesa
deviata traslazione del cedente (R-R)

Per ricavare la legge del moto, e dunque il diagramma della
alzate, utilizzo il meccanismo equivalente, per il quale introduco
un opportuno sistema di coordinate, come in figura. 1l vettore
delle coordinate lagrangiane sovrabbondanti si scrive

YB
6
91) {q} = {9—}
2
dove si ¢ assunto come coordinata indipendente I’angolo di

manovella. Le equazioni di vincolo sono

[, cos 0, + I3c0s60; — AgN
[,sin@, + l3sin0; — yp

92)  (¥(@)) = J=

Lo jacobiano relativo alle coordinate dipendenti si scrive

6‘P1 a"pl

_|ays 65| [0 —l3sinfs

93) [Y].= v, a&] - [—1 l3 cos B3 ]
dyp 003

Si osservi che il determinante della matrice 9.3 vale A= —I;sin 653, dunque sembra di poter
anticipare che il meccanismo non ammette configurazioni critiche, con questa scelta della
coordinata indipendente. 1l metodo di Newton porge allora

i i -1 ) )
9.4 nglﬂ) _ ngl) 0 —lI3sin 951) I, cos 92(1) + 15 cos 93(1) — AN
& 000 " 109)  |-1 15 cos6% 1, sin 0 + I sin 0 — 3P

Si deducono poi dalla figura le seguenti misure per gli elementi geometrici considerati:
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[, =15cm- 2% = 3.0cm
9.5) I, =7.45cm - 252 = 149¢m
cm
AoN = 2.25¢cm - 2% = 4.50cm

Scrivo un programma in Fortran per sviluppare il metodo 9.4 e per ricavare il diagramma delle
alzate, secondo il diagramma di flusso seguente.

Start

assigns the starting configuration which doesn’t need to be a congruent one

calls congruent to find the congruent congruent
configuration for the value 6, = 5°

assigns this configuration to u(1: 3,1)

)

i false
i<=360°/5°
true
assigns u(3,i) = u(3, ) + 5° and determines the congruent
new congruent configuration calling congruent
y
puts the congruent configuration in u(:,i + 1) i=i+1

calculates the highest value of yB, the

false respective value of theta2, and the

respective speed and acceleration of
B, if omega2 is 350gpm

v

i<=360°/5°

calls frame to plot calls cinematic to plot functions
the configuration u(:, i) yBp(theta2). yBpp(theta2)
\
i=i+1 cinematic stop
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Il programma consente di disegnare la configurazione del meccanismo per valori crescenti di 8,,
ottenendo in tal modo un’animazione della camma per il movente che descrive un angolo giro. In
figura due fotogrammi dell’animazione in parola:

25.0 1 1 1

V.

ey

4

)

15.0 ;Gf‘//
10.0 ] /’_-_%\
| /
5.0
0.0 ] -\
] \
o A\
B \"--.....

—10.0

. ()
REVIRYA
RN
—10.07 \\ ,/ /

=15.0 T T T T T
—-20.0 —15.0 -10.0 -0 Q.0

8.0 200

Il programma calcola anche il valore massimo
dell’alzata e il valore di 8, per il quale si
ottiene. Dal prompt si legge

50  10.0

The highest value of yB is 17.224026
for theta2=74.99999°

Il programma fornisce il diagramma delle
alzate, della velocita di B e della sua
accelerazione per w, = 350gpm, dove e
evidenziata la configurazione di massima
alzata.

—15.0

—-20.0 —-15.0 -10.0 5.0 0.0

£

5.0

10.0

5.0 200

10. Massima alzata, analisi cinematica. L’equazione fondamentale della cinematica permette di

scrivere 1’equazione
101) 63 = BBA + 1_7)14

la quale si traduce nella tabella

1_7)3 = ‘BBA + ﬁA
verticale | 1 AB | L1 AA, | versore

La soluzione attraverso i diagrammi polari permette di
ricavare in particolare la velocita angolare del moto 3-2.

Considerando che

- —_— r m
|4l = w2 A4, = 36.65-0.03m = 1.09—

dalla lettura del diagramma si ha
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, . m
|UBA| = |UA| = 109? =

m
|,,BA| 1.09— 1. 09—
10.2) ws, S = s =7, 36—
AB 74cm-oL 7.4cm- 2—

=)

|
| A // v\’ :!‘ {

1S % ¢ " 20, 88min
| S > dasi0 . e

L’equazione fondamentale della cinematica del secondo ordine porge
103) C-iB = &BA + C_l)A

Per tale equazione si puo costruire la tabella seguente:

C-iB = agA + (_igA + C_iA
? ? w2AA, | modulo
verticale | 1 AB | AB 1 A4, | versore

L’equazione ¢ risolvibile con il metodo dei diagrammi polari, considerando infatti che

R 2
|24l = w3,AB = (7.364%) - 14.8cm = 8.025
10.4) s s

N 2
|G, = wiAA, = (36.65 E) :3cm = 40.29%
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posso tracciare il diagramma polare dal quale si evince

S - o = 0L —51™
10.5) |ag| =5.1cm -0, =5.1cm- 10 == 5152
Come verifica del risultato ottenuto utilizzo la seconda delle 4.4 la quale porge
10.6) j5 = 1343.222—’;’ [—3-0.96 — 1.0656 - 0.26 + 0.592(—0.866)] = —49.295%

dove si e considerato che

(02 =75°=13r

|6, = 36.65°~

S

10.7) 4sin 6, = 0.96

Lcos 0, =0.26

cos 26, = —0.866

11. Condizione di non distacco. Si puo allora calcolare la forza di inerzia del cedente:
111) F" = —mydp = |F{"| = 1.9kg - 515 = 96.9N
mentre quella del movente &
112) Fi* = —mydg, = |FM| = 2.4kg - 40.29 % = 96.69N
I1 PLV nel caso della configurazione di massima alzata si scrive:
11.3) 6L, = My8a + (—P, + Fi"sin(75°))8v, + Fi* cos(75°) Su, + (Fi* — Py — P)évp = 0
dove

P, = 2.4kg - g = 23.54N
11.4) {P3 = 1.9kg - g = 18.63N

Dalla figura si legge d’altra parte che

5UA — 6(X
AgAcos B,
118) 175 o
AyAsin@,

Sv, = ApAcosB, - Sa = 1cm - Sa

11.6) {

Suy, = —AyAsinb, - Sa = —3cm - Sa

Facendo riferimento al diagramma delle velocita utilizzato per 1’analisi cinematica del primo
ordine, si ha poi

11.7) 6vg = 0.0cm
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Dunque la 11.3 porge

M, 6a = —(—Pz + Fir sin(75°))6vA — Fi" cos(75°) Suy =
= M,, = —(—P, + F5*sin(75°))cm + F3' cos(75°) 3cm =
= M,, = —(—23.54N + 96.69N - 0.96)cm + 96.69N - 0.25 - 3cm =

11.8) M,, = —69.28Ncm+ 72.51Ncm = 3.28Ncm

La minima forza P per la quale si evita il distacco e quella che bilancia la forza verticale agente su
3, in corrispondenza a una R,5 nulla. Si ha dunque

11.9) P, = F* — P; = 96.9N — 18.63N = 78.27N

12. Codice dell’unita principale. Segue il codice in Fortran della unita chiamante che risolve il
problema della configurazione della massima alzata.

PROGRAM main_ese_dieci
I

Ithis code uses the graphic library DISLIN
I

USE DISLIN

!

Ithis code uses the module mod_ese_dieci
!

USE mod_ese_dieci

!

ldeclarative section

!

IMPLICIT NONE

!

Il declare the array which will contain the coordinates
!

REAL,DIMENSION(3,100)::u = 0.

!

Il declare arrays for speed and acceleration of point B
!

REAL,DIMENSION(100)::YBp  =0.
REAL,Dimension(100)::theta2p = 0.
REAL,DIMENSION(100)::YBpp =0.
REAL,DIMENSION(100)::theta2pp = 0.

!

Il declare the array which will contain the congruent configuration
!

REAL,DIMENSION(3)::conf

!

Ithe initial guess

!

REAL::yB = 15.

REAL::theta3 = 77.%(3.1415927/180.)
REAL::theta2 = 5.%(3.1415927/180.)

|

Itheta2 incremnt

!

REAL::delta_rad

REAL::delta_gra = 5.

175



I

iangolar speed

I

I'REAL::omegaZ =50%2%3.1415927/60.
I

itime increment and total_time

I

ﬁEAL::deIta_t, total_t

I

Ithe higest value of yB and its angle
I

;{EAL::hmax, theta2max

I

ithe number of increments

I

I.NTEGER::n

I

icycle index

I

I‘NTEGER::i,m

I

ia characters array used to close the program
I

é:HARACTER(Ien=10):: chiusura

I

iexecutive section

I

il calculate delta_rad

I

aelta_rad = delta_gra*(3.1415927/180)

I

ithe first congruent configuration

I

éALL congruent (yB,theta3,theta2,conf)

I

il print the configuration on the screen

I

WRITE(*,*) e

WRITE(*,*) "The configuration for theta2=", theta2*180/3.1415927,"is"
WRITE(*,*)" "

WRITE(*,*) "yB=", conf(1)

WRITE(*,*) "theta3=", conf(2)*180/3.1415927
WRITE(*,*) "theta2=", conf(3)*180/3.1415927
WRITE(*,*) " "

I

il assing the first congruent configuration

I

;‘I(:,l) = conf

I

il determine n

I

;1=1+INT(360/deIta_gra)

I

iDuring this cycle will be determined all the n configurations
I

'ciclo: DO i=2,n,1

|
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yB =u(1,i-1)
theta3 = u(2,i-1)
theta2 = u(3,i-1)+delta_rad
!
Ithe configuration compatible with current theta2 will be determined
!
CALL congruent (yB,theta3,theta2,conf)
|
Il assing the congruent configuration to u(:,i)
!
u(:,i)=conf
|
Il print the configuration on the screen
!
WRITE(*,*) " "
WRITE(*,*) "The configuration for theta2=", theta2*180/3.1415927,"is"
WRITE(*,*) " "
WRITE(*,*) "yB=", conf(1)
WRITE(*,*) "theta3=", conf(2)*180/3.1415927
WRITE(*,*) "theta2=", conf(3)*180/3.1415927
WRITE(*,*)" "
|
END DO ciclo
!
Il plot the n configurations
|
ciclo_2: D0 i=1,n,1
!
m=i
ICALL frames (u,n,m)
!
END DO ciclo_2
|
Il calculate delat_t
!
delta_t = omega2/delta_rad
!
Il calculate point B's speed
|
ciclo_3:D0Oi=1,n-1,1
!
yBp(i) =(u(1,i+1) - u(1,i))/delta_t
theta2p(i) = (delta_gra/2.) + delta_gra*i
!
END DO ciclo_3
|
Il calculate point B's acceleration
!
ciclo_4:D0Oi=2,n-1,1
|
yBpp(i) =(yBp(i) - yBp(i-1))/delta_t
theta2pp(i)= delta_gra*i
I

END DO ciclo_4
I

yBpp(1) = (yBp(1)- yBp(n-1))/delta_t
theta2pp(1)= delta_gra
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yBpp(n) = (yBp(1)-yBp(n-1))/delta_t
theta2pp(n)= delta_gra*n

!

Il plot the law of motion for point B

!

CALL cinematic (u,yBp,theta2p,yBpp,theta2pp,n)
I

IThe highest value of yB
|
hmax = MAXVAL(u(1,:))
I

Ithe value of theta2 which gives the highest value for yB
|

ciclo_5: D0 i=1,n,1
IF (u(1,i+1)<u(1,i)) EXIT

END Do ciclo_5
I

theta2max = u(3,i)*180/3.1415927
I

WRITE (*,*) "The highest value of yB is", hmax

WRITE (*,*) "for theta2=", theta2max

WRITE (*,*) "The speed and the acceleration for this value of theta2"
WRITE (*,*) "and for an angolar speed of", omega2, "are"

WRITE (*,*) "speed:", yBp(i)

WRITE (*,*) "acceleration:", yBpp(i)

I

WRITE (*,*)" "
WRITE (*,*)"To close the program press any key. Then press RETURN."

READ (*,*) chiusura
I

STOP
!
END PROGRAM main_ese_dieci

13. Codice del modulo. Il modulo con le subroutine.

MODULE mod_ese_dieci
|

Isezione dichiarativa
I

IMPLICIT NONE
!
Idichiaro le costanti geometriche del quadrilatero

REAL, PARAMETER:: 12=3.

REAL, PARAMETER:: I3=14.8

REAL, PARAMETER:: AON= 4.5

Ifisso il formato di output per i diagrammi
CHARACTER(len=4):: formato ='bmp '

Iscrivo le subroutine

CONTAINS
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SUBROUTINE congruent (yBb,theta3b,theta2b,conf)

Isezione dichiarativa
IMPLICIT NONE
Idichiaro gli argomenti fittizi

REAL,INTENT(OUT),DIMENSION(3)::conf
REAL,INTENT(IN)::yBb, theta3b,theta2b

ldichiaro le variabili locali

ldichiaro le coordinate

REAL::yB,theta3,theta2

Idichiaro il vettore delle coordinate dipendenti
REAL,DIMENSION(2,1000)::u

Idichiaro la funzione delle equazioni di vincolo
REAL,DIMENSION(2,1000)::psi

Idichiaro la matrice jacobiana e la sua inversa

REAL(KIND=8),DIMENSION (2,2,1000)::]
REAL(KIND=8),DIMENSION (2,2)::invj

ldichiaro il vettore dei resti
REAL,DIMENSION(2,1000)::resto
ldichiaro la norma del vettore dei resti
REAL,DIMENSION(1000):: norma
laltre variabili di lavoro

INTEGER::i lindici dei cicli

Isezione esecutiva

yB =yBb

theta3 = theta3b

theta2 = theta2b

linizializzo i valori d'innesco di u

u(1,1)=yB
u(2,1) = theta3

WRITE(*,*) "Coordinate, iterara", 0.
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WRITE(*,*) u(1,1)
WRITE(*,*) u(2,1)

linizializzo la matrice jacobiana con i valori costanti

j(1,1,:)= 0.
j(2,1,:) =-1.

linizializzo il vettore resto
resto = 0.
Iciclo del metodo Newton-Raphson
i=0
ciclo: DO
i=i+1

yB  =u(l,i)
theta3 = u(2,i)

Icalcolo la matrice jacobiana

i(1,2,i) = -1.*I13*SIN(theta3)
j(2,2,i)=  13*COS(theta3)

WRITE(*,*) "Matrice jacobiana, iterara", i
WRITE(*,*) j(1,1,i), j(1,2,i)
WRITE(*,*) j(2,1,i), j(2,2,i)

Icalcolo I'inversa della matrice jacobiana

invj(1,1) = j(2,2,)/(1,1,)*j(2,2,i)-i(1,2,1)*j(2,1,i))
invj(1,2) = -1.%j(1,2,)/((1,1,i)*j(2,2,i)-j(1,2,i)*j(2,1,i))
invj(2,1) = -1.%j(2,1,)/((1,1,i)*j(2,2,i)-j(1,2,i)*j(2,1,i))
invj(2,2) = j(1,3,)/((1,1,)*j(2,2,i)-i(1,2,1)*j(2,1,i))
WRITE(*,*) "Inversa della matrice jacobiana, iterara", i
WRITE(*,*) invj(1,1), invj(1,2)

WRITE(*,*) invj(2,1), invj(2,2)

Icalcolo la funzione psi

psi(1,i) = 12*COS(theta2) + 13*COS(theta3) - AON
psi(2,i) = 12*SIN(theta2) + I3*SIN(theta3) - YB

Icalcola il vettore resto

resto(:,i) = MATMUL(invj, psi(:,i))
WRITE(*,*) "Vettore resto, iterara", i
WRITE(*,*) resto(1,i)

WRITE(*,*) resto(2,i)

Icalcola la norma del resto
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norma(i) = SQRT(DOT_PRODUCT(resto(:,i),resto(:,i)))
Iverifico il valore della norma e in caso esco

IF (norma(i)<=0.01) EXIT ciclo

Icalcola le coordinate della iterata successiva

u(1,i+1) = u(1,i)- resto(1,i)
u(2,i+1) = u(2,i)- resto(2,i)

WRITE(*,*) "Coordinate, iterara", i+1
WRITE(*,*) u(i+1,i)
WRITE(*,*) u(i+2,i)

END DO ciclo

lassegna il valore a conf

conf(1) = u(1,i)

conf(2) = u(2,i)

conf(3) = theta2

END SUBROUTINE congruent

SUBROUTINE frames (u,n,m)

Isezione dichiarativa

Idichiaro gli argomenti fittizi

Idichiaro I'array di tutte le configurazioni calcolate
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(3,1000)::u
Idichiaro il numero di configurazioni calcolate
INTEGER,INTENT(IN)::n,m

ldichiaro le variabili locali

Istringa usata per la legenda
CHARACTER(len=30)::stringa

ldichiaro I'indice del ciclo

INTEGER::i

ldichiaro le coordinate
REAL::yB,theta3,theta2

Idichiaro gli estremi del lato 12
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REAL::12A0x

REAL::12A0y

REAL::12Ax

REAL::12Ay

ldichiaro gli estremi del lato 13
REAL::I13Ax

REAL::I3Ay

REAL::I3Bx

REAL::I13By

ldichiaro le coordinate di M2,M3

REAL,DIMENSION(1000):: xM2,xM3
REAL,DIMENSION(1000):: yM2,yM3

Isezione esecutiva

CALL METAFL ('bmp') lindico il formato dell'output
Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution')

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

CALL AXSPOS (700,1700) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (1500,1500)!lunghezza dei due assi in pixel
CALL GRAF (-20.,20.,-20.,5.,-15.,25.,-15.,5.)

CALLGRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

CALL NAME ('cm’,'x')Inome delle ascisse
CALL NAME ('cm’,'y')!Inome delle ordinate

CALL TITLIN ("camma a rullo",1) Iprima riga del titolo
CALLTITLE Istampa il titolo di cui sopra
CALL DASH Itratteggio per gli assi coordinati

CALLLINWID (8) !spessore della linea
CALL MYLINE (1,1) !impone una linea continua

ciclo: DO i=1,m,1
lassegno le coordinate
yB  =u(l,i)
theta3 = u(2,i)
theta2 = u(3,i)
lassegno gli estremi dei lati 12

[2A0x = 0.
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[2A0y = 0.

[2Ax =12*COS(theta2)

[2Ay =12*SIN(theta2)

lassegno gli estremi del lato I3

I3Ax = 12Ax

I3Ay = 12Ay

I3Bx = 12Ax + 13*COS(theta3)

3By =yB

Icalcolo la posizione di M2, M3

xM2(i) = 12Ax/2.

yM2(i) = 12Ay/2.

xM3(i) = I3Ax + (13Bx-I3Ax)/2.

yM3(i) = I3Ay + (I13By-I3Ay)/2.
END DO ciclo

ldisegno ciascuno dei lati indicando gli estremi

CALL RLINE (12A0x,12A0y,12Ax,12Ay)
CALL RLINE (I3Ax,13Ay,13Bx,13By)

Itraccio I'asta del rullo

CALL RLREC (I3Bx - 2.4,I13By +16., 4.8, 18.)
Itraccio la circonferenza del movente
CALL RLCIRC (I12Ax,12Ay,10.)

Itraccio la circonferenza del rullo

CALL RLCIRC (I13Bx,I3By,4.8)

Itraccio la cerniera del movente

CALL RLCIRC (I12A0x,12A0y,0.5)

ITraccio la cerniera fral2 e I3

CALL RLCIRC (I12Ax,I12Ay,0.5)

Itraccio la cerniera della slitta

CALL RLCIRC (I3Bx,13By,1.0)

Itraccio le traiettorie dei punti medi

CALL CHNCRV ('line') lusa tratti diversi per le due curve
CALL LINWID (2) Ispessore della linea
CALL CURVE (xM2,yM2,m)

CALL CURVE (xM3,yM3,m)

CALL DISFIN
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END SUBROUTINE frames

SUBROUTINE cinematic (u,yBp,theta2p,yBpp,theta2pp,n)
Isezione dichiarativa

ldichiaro gli argomenti fittizi

Idichiaro gli array

REAL,INTENT(IN),DIMENSION(3,100):: u
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(100) :: yBp,yBpp,theta2p,theta2pp

Idichiaro il numero di configurazioni calcolate
INTEGER,INTENT(IN)::n

ldichiaro le variabili locali

larray con la funzione da plottare

REAL,DIMENSION(1000)::yB
REAL,DIMENSION(1000)::x

lvalori estremi di yBp e yBpp
REAL:: minp, maxp, minpp, maxpp
Istringa usata per la legenda
CHARACTER(len=30)::stringa
ldichiaro I'indice del ciclo
INTEGER::i
Isezione esecutiva
Iregistro I'array delle posizioni
ciclo: DO i=1,n,1
yB(i)=u(1,i)
x(i)=u(3,i)*180/3.1415927
WRITE(*,*) yB(i), x(i), i
END DO ciclo
Icalcolo gli estremi di velocita' e accelerazione
maxp = MAXVAL(yBp)
minp = MINVAL(yBp)
maxpp= MAXVAL(yBpp)

minpp= MINVAL(yBpp)
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Idisegno il grafico di yB rispetto a theta2
CALL METAFL ('omp") lindico il formato dell'output
Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

CALL AXSPOS (550,1300) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2000,1000)!lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('gradi','x')!nome delle ascisse

CALL NAME ('cm’,'y')Inome delle ordinate

CALLTITLIN ("Altezza di B",3) Iprima riga del titolo

CALL GRAF (5.,365.,5.,50.,10.,20.,10.,1.)
CALL GRID (2,1) limpone una griglia sul piano coordinato

CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra
CALL LINWID (3) !spessore della linea

CALL RLINE (74.9999,0.,74.9999,20.)
CALL CURVE (x,yB,n)

CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio il grafico

CALL DISFIN

CALL METAFL ('"omp') lindico il formato dell'output
Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

CALL LABDIG (4,'y") Ichiedo 5 cifre decimali per le ordinate

CALL AXSPOS (550,1850) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2000,1500)!lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('gradi','x')!Inome delle ascisse

CALL NAME ('cm/s','y')Inome delle ordinate

CALL TITLIN ("Velocita' di B",2) Iprima riga del titolo
CALLTITLIN ("per omega2 di 350 gpm",3) Iseconda riga del titolo

CALL GRAF (5.,365.,5.,50.,minp-0.0001,maxp+0.0001,-0.0007,0.0002)
CALL GRID (2,2) limpone una griglia sul piano coordinato

CALLTITLE Istampa il titolo di cui sopra
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CALLLINWID (3) !spessore della linea

CALL RLINE (74.9999,minp-0.0001,74.9999,maxp+0.0001)
CALL CURVE (theta2p,yBp,n-1)

CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio il grafico

CALL DISFIN

CALL METAFL ('bmp') lindico il formato dell'output
Ifisso risoluzione dell'immagine in formato .bmp

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

CALL LABDIG (8,'y') !chiedo otto cifre decimali per le ordinate
CALL AXSPOS (550,1850) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2000,1500)!lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('gradi','x')!Inome delle ascisse

CALL NAME ('cm/s"2','y')Inome delle ordinate

CALLTITLIN ("Accelerazione di B",2) Iprima riga del titolo
CALL TITLIN ("per omega2 di 350 gpm",3) Iseconda riga del titolo

CALL GRAF (5.,365.,5.,50.,minpp-2.E-8,maxpp+2.E-8,-17.0E-8,2.E-8)
CALL GRID (2,2) limpone una griglia sul piano coordinato

CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra
CALL LINWID (3) !spessore della linea

CALL RLINE (74.9999,minpp-2.E-8,74.9999,maxpp+2.E-8)
CALL CURVE (theta2pp,yBpp,n)

CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio il grafico

CALL DISFIN

END SUBROUTINE cinematic

END MODULE mod_ese_dieci
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Ruota su piano inclinato

1. 1l quesito. Abbiamo un piano scabro ¢ di inclinazione a e un disco rigido e omogeneo R di
raggio R. Vogliamo determinare gli eventuali moti di R i quali soddisfino le condizioni seguenti:

1.1) R appartenga costantemente a un piano fisso verticale che intercetta o lungo una direttrice di
massima pendenza;
1.2) il contatto fra le due superficie sia costante®.

Il sistema di riferimento fisso sia RC(O; x, y, z) con origine coincidente con la posizione iniziale del
baricentro G di R e con piano yz coincidente con il piano del moto. Sia RI'(G;é&,n,{) una delle
terne centrali di inerzia del disco.

Si richiede
1.3) diricavare il sistema fondamentale della dinamica per il sistema.
Si chiede inoltre di studiare il moto nelle due seguenti condizioni:

1.4)  assenza di strisciamento con coefficiente di attrito statico f;;
1.5) strisciamento con coefficiente di attrito radente f,.

2. Equazioni della dinamica, metodo del Free Body. La forza effettiva attiva agente sul corpo ¢ il
peso. Abbiamo poi la reazione del piano, che scompongo nelle componenti normale e tangenziale.
Infine vi sono le forze inerziali, dovute alla accelerazione del centro di massa e alla rotazione in
generale non uniforme del disco. Cio posto le equazioni cardinali della dinamica si scrivono:

® Si parla in questo caso di moto di confine.
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- {§12+M§—Ma=0
' TxAG —Izd@ =0

Volendo proiettare sugli assi x, y, z si consideri che

2.2) 4]\/[@ —Mgcosak+Mgsinaj
Ma = Myj
L&= )

i

D

Inoltre il momento reattivo si scrive

~

— — ~ i j k
23) TxAG=-TjxRk=|0 —-T 0|=-—-RTi
0 0 R

Sostituendo pertanto le 2.2, 2.3 nella 2.1 abbiamo

—Tj+NlAc—Mgcosal?+Mgsinaj—Mjij=O=>
—RT1— 161 =0

-T+Mgsina—My=0
2.4) N—-Mgcosa=20
RT+1:6=0

Si consideri poi che -come noto- il momento di inerzia del disco é

R2
25) ]f = M?

dunque le 2.4 si scrivono
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T+ Mgsina—My =20
2.6) N—-Mgcosa=0

T+22=0

3. Equazioni della dinamica, metodo energetico. L’energia cinetica del sistema ¢ data da

31) T=_-My?+-I6?

L’energia potenziale gravitazionale invece ¢ data da

32) MI=-Mgysina

Dunque I’energia totale si scrive

33) E=T+Il= %szz +%1592 — Mgysina

Nel caso in cui si abbia puro rotolamento non si ha dispersione di energia per attrito e dunque €
possibile imporre la condizione di conservazione dell’energia totale, imponendo 1’annullamento
della 3.3 rispetto al tempo:

34) Myy+1:66 — Mgysina =0

Ma in assenza di strisciamento si ha

35) y=—-RO#=>y=—-RO=7%=—RO

Sostituendo la 3.5 nella 3.4 si ha

3.6) MRORO + 1600 + MgROsina = 0

Considerando poi la 2.5 abbiamo in conclusione

3.7) 3RO +2gsina=0

4. Equazioni della dinamica, metodo dei Lavori Virtuali. Il principio in parola pud essere
utilizzato nel caso in cui si escluda la possibilita di strisciamento, porgendo

SL" = (Mg —Ma) - Syj — 101 - 601 = 0 &
41) M(G—a)-6yf—I61- 661 =0

Considerando ora che in assenza di strisciamento vale la 3.5, segue che §y = —R§6 e dunque la 4.1
si scrive

42) -M(G—a)-Rj—161-1=0
Draltra parte si ha anche che
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w
g=gsinaj—gcosak

Sostituendo le 4.3 nella 4.2 abbiamo

~M(gsinaj—gcosak—3f) Rj—I01-1 =0
& —MR(gsinaj-j—gcosak -j—3j-j)—[Hi-1 =0
S ]V[R(gsma—y)—(RT+159)—O(:> MR(gsma-i—R@)—IgH—O(:)

& —MR(gsina + Rf) — ]\/[79 =0

© 2MRgsina + 2MR?0 + MR?6 =0 &
4.4) 2gsina+ 3RO =0
Si ritrova cosi la soluzione 3.7 per il caso in cui non vi sia strisciamento.

5. Puro rotolamento. Questo caso € risolto dalla equazione differenziale 3.7, ottenuta con metodo
energetico (ovvero dalla 4.4, ottenuta con il PLV). In questa sede tuttavia ricavo nuovamente
I’equazione differenziale utilizzando il sistema 2.6 in cui pongo la condizione 3.5 di assenza di
strisciamento. Si ha

—~T + Mgsina+ M6R =0
5.1) N—-Mgcosa=0

T+M—R9—0

Sostituendo la terza equazione nella prima si ha

2gsina +36R =0
5.2) N—Mgcosa=0

T =_—-"
2
La prima equazione restituisce correttamente la 3.7. La risolvo per integrazioni successive:

2gsina . 2gsina

2gsmat2
g=-—L0%2 4 0y,
5'3) . 2g3§1n0(
9: t+Cl

3R

Imponendo le condizioni iniziali si risolve completamente il moto. Se ad esempio ammettiamo le
condizioni iniziali

8(t=0)=0

54) {9(1: =0)=0
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si ottiene C;, C, = 0 e dunque

o= —Lmey:
5'5) 9 _ _2gsinat
3R

Queste funzioni sono tracciate nei grafici in figura, in cui si & assunta una inclinazione del piano
a = 20° e un raggio del disco di 10 cm.

metri
£

. |

0 1 2 3 4 secondi *

-

metri al secondo

100 |- T~ 1

120 L n L -
0 1 2 3 4 secondi 5

Per le reazioni del vincolo il sistema 5.2 porge poi

Mgsina
T = 29sma

N =Mgcosa
56|
3

Se il coefficiente di attrito statico é assegnato e vale f;, questa soluzione sussiste finché é verificata
la condizione

sina

< 3fs

T
5'7) N S f; < cosa

6. Strisciamento. Se la condizione 5.7 non & verificata, allora si ha strisciamento e sussiste la
relazione:

6.1) T =Nf
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Allora il sistema 2.6 porge

(—T+Mgsina—My=0

N =Mgcosa
_ MR0 =
l_ 2
T = Nf,
y = g(sina — f, cosa)
é__Zercosa
6.2) - R
T =Mgf,cosa
N =Mgcosa

La soluzione pu0 essere poi immediatamente ottenuta per integrazione successiva:

y = g(sina — f, cosa)t + A
6.3) y = g(sina—fy cosa)t?

+ At + A,
2
) 9-=_ng,ncosa:t_|_B1
6.4
g =—L2%2 1 Bit+ B,

Imponendo poi le condizioni iniziali si ricavano le costanti A, A, By, B;.
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Ruote dentate

1. Il quesito. Sia assegnata una coppia di ruote dentate con le seguenti caratteristiche

i =0.3m < interasse
(T = :—: = 0.5 «— rap.di trasmissione
1.1) { 0 = 22° = 0.384r < angolo di pressione
|m=0.01lm «— modulo
| w; =150—F—=15.70
minuto S

Si richiedono allora:

1.2) gli elementi geometrici della dentatura;

1.3) la lunghezza della linea di ingranamento, dell’arco di accesso, di quello di recesso e
dell’arco d’azione;

1.4)  laverifica della continuita del moto;

1.5) la verifica della non interferenza in accesso e in recesso;

1.6) le velocita di strisciamento nei punti di accesso e di recesso.

2. Caratteristiche geometriche generali. La prima e la seconda delle 1.1 permettono di calcolare i
raggi delle circonferenze primitive:

rntnr=Ii i

1 2 = rn =

{7”1 = I+7,

"2 r2=1+‘r
1 = 0.1m

2.1) {rz =0.2m

Per i raggi delle circonferenze fondamentali si ha invece

Tpy =11 €080 = 9.27cm
Tpy =T, c0s60 = 18.5m

2.2) {

L’addendum e il dedendum -assunto che 1’ingranaggio sia modulare- valgono invece

a=m=0.01m
23) 1p= Sa=00125m

3. Caratteristiche geometriche della dentatura. Calcolo il passo e il numero dei denti

p = mnr = 31.41mm
31) (&= =1 =20
7, =22 =40
Fissato lo spessore g del dente lungo le primitive & possibile calcolare gli spessori g3, g5 lungo le
circonferenze di troncatura esterna, attraverso le formule
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g =2(r+a) 9 —tan6' +0' +tan6 — 0
32) (21‘ )

rcosf
r+a

cosf' =
Posto allora ad esempio g = 0.4p, le 3.2 applicate alla ruota uno e due porgono rispettivamente

g1=2(rn+a) (% —tanf; + 0; +tan b — 9) = 2.79mm
3.3) 1

cos O] = 1% — 084 = 9! = 0.568r
rita
g, =2(r, +a) (2‘972 —tanf, + 6, + tan 8 — 9) = 3.56mm
3'4) ; __T2c0860 r
cos O, = =0.84 = 0, = 0.488r
ta

Ricavo anche gli angoli che sottendono gli archi, cosi da facilitarne la rappresentazione:

w Ae M

ary =g =>a, =012r =7.2°
a,r, = g = a, = 0.062r = 3.6°

35 Yalm = g! = al = 0.032r = 1.85°
a,r, = gy = a, = 0.019r = 0.97°
Gli angoli che sottendono il passo sulle due

circonferenze primitive sono invece

36 {[317'1 =p = a, = 0.314r = 18°
' Bor, =p = a, = 0.157r = 9°

4. Studio della continuita del moto. Per i tratti in accesso e in recesso della linea di ingranamento
si ha rispettivamente

PyM; = T(ng sin07 + 4z, + 4 — 2,50 0) = 0.023m
4.1) 2

PoM, =2 (/27 sin 62 + 4z, + 4 — z, sin 9) =0.021m

La linea di ingranamento complessiva & dunque

42) M1M2 = POMl + POMZ = 0044171

Per i tratti in accesso e in recesso dell’arco d’azione si

.3 PoN; = 22 = 0.024m
3) PN, =M _ 022
072 ™ ose — m

L’arco d’accesso vale complessivamente
44) e = PONl + PoNz = 0046m

Il fattore di ricoprimento vale allora
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e 0.046m
4%) f= p_ 3l4imm

>1

Dunque la continuita dl moto e assicurata, e anzi vi € una fase del moto in cui sono due le coppie di
denti coinvolte nella trasmissione.

5. Studio della interferenza. Verifico ora che non si abbia interferenza. La condizione di non
interferenza in accesso e rispettata, essendo per la prima delle 4.1:

POMl S POT1 = T'1 Sine (—1 0023m S 0037
Altrettanto verificata € la condizione di non interferenza in recesso, avendosi
POMZ S POTZ = T'Z Sin9 [—4 0021m S 0074‘

6. Velocita di strisciamento. Calcolo la velocita angolare del moto della ruota due rispetto la ruota
uno. Si ha

Wy =Wz + By > Wiy =Wy — Gy = 0, = w0 — (~wy) =
6.1) wp=w+w,=w;+tw;=10+17)w; =150, = 23.562
Dunque il modulo della velocita di strisciamento in accesso é dato da
6.2) Vsgiz = Wi PoM; = 0.541%
Il modulo della velocita di strisciamento in recesso é invece
6.3)  Vgr1o = W12 PoMy = 0.494%

Le grandezze cinematiche introdotte sono rappresentate nelle loro caratteristiche vettoriali nella
seguente illustrazione qualitativa.

TN

(OFY) Vsa12
—-\
Py

s
VUsr12

v y

7. Rappresentazione grafica. Segue una rappresentazione in scala o, = 2cm/cm, ulteriormente
scalata per essere inserita in questo testo.

195



i“OaLm

bedl Smam -

a,=40mmm
o

A=iomm
—

bmﬂ,m

~.
Ty= O 4m
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Oscillatore libero smorzato

1. Il quesito. E’ assegnato un oscillatore libero (cioe senza forzante) smorzato, caratterizzato dai

parametri seguenti:

m = 8kg k = w?m =032
1y {$=18 * o
w, = 0_2% ¢ =2miw, =576

e le seguenti condizioni al contorno —

x(t=0)=0.
1.2) {x(t =0) = 1.5%

Si chiede quanto segue:

1.3) ricavare la legge del moto per via analitica;
1.4) ricavare la legge del moto per via numerica;

7

k c

1.5) tracciare i diagrammi dello spostamento in funzione del tempo e della velocita;
1.6) calcolare il valore dello spostamento massimo dalla configurazione iniziale.

2. Oscillatore libero smorzato, generalita. Considerando il diagramma di corpo libero in figura,

I’equilibrio meccanico per esso porge
21) mi+cx+kx=0

Si ha dunque un’equazione omogenea lineare a coefficienti costanti, per il
cui polinomio caratteristico si ha:

—c+Vc? —4mk

2m

m12+C/1+k=0@/11_2=

Si consideri ora che

il

N

2Vmk -
B km \/; c \? B c Vk \/; c \?
__ﬁ\/: <x/ﬁ) T T v |m <2M> -

Date allora le definizioni

23) {w” = Vk/m
Zzzm

abbiamo

197




24) Qi =—{wpt w2 -1
Si possono allora distinguere tre casi, a seconda del segno del radicando in 2.4.

3. Oscillatore libero smorzato per { € 10, 1[. In questo caso il radicando in 2.4 é negativo, quindi
si procede mettendo in evidenza I’unita immaginaria, ottenendo

31) /11'2 == _c(l)n i (l)niﬂ 1 - (2

¢ ’integrale generale della 2.1 si scrive

32) x=e5@nt[C;cos(wpy/1 — (2t) + €y sin(wpy/1 — ¢2t)]

dove le costanti C;,C, vanno calcolate imponendo le condizioni al contorno. La c.c. per lo
spostamento porge:

33) x(0)=¢(;
Derivando poi la 3.2 si ha
% = —(w,e¢@nt [Clcos (wn\/l——izt) + C; sin (wn\/l——(zt)] +
+e~S@nt [—Cla)m/ 1 — {2sin (a)m/ 1-— (Zt) + Cowp/1 — {2 cos (a)m/ 1-— Czt)] =

= —{w,e S¥nt [Clcos (a)m/ 1-— Zzt) + C, sin (a)m/ 1-— (zt)] +
+e~Swnt [—Clwm/l — {Zsin (wm/l — (Zt) + Cywy/1 — C2 cos (o)m/l — (zt)]

Imponendo la relativa c.c. si ha

x(0) = —(w,C; + w,Cy\/1 -2 =

X(0)+{wnCy

34) C2 = wn\/l——(z

Dunque la soluzione particolare del caso dell’oscillatore libero smorzato per ¢ € ]0,1[ e definita
dalle 3.2, 3.3, 3.4 le quali porgono

35)  x = etnt [xocos (/T 02¢) + X2 gin (, [T= 77¢)|

4. Oscillatore libero smorzato per ¢ = 1. In questo caso il radicando in 2.4 é nullo, quindi
I’equazione caratteristica presenta una soluzione multipla, e I’integrale generale della 2.1 si scrive
pertanto

41) x =e Sent(Cy +tC,)

La condizione al contorno sullo spostamento porge

42) x(O) = C3 = C3 = xO
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Derivando la 4.1 abbiamo poi
43) & =—{wpe $“nt(C3 +tC,) + e S@ntC,
Imponendo la c.c. sulla velocita si ottiene dunque
%(0) = —(w,C3 + C, =
4.4) C, =x(0) + (w,Cs

Dunque la soluzione particolare del caso dell’oscillatore libero smorzato per { = 1 & definita dalle
4.1, 4.3, 4.4 le quali porgono

45) x = e $@nt[x, + (x(0) + {w,x)t]

5. Oscillatore libero smorzato per ¢ > 1. In questo caso il radicando in 2.4 e positivo, quindi
I’equazione caratteristica ammette due soluzioni distinte e I’integrale generale si scrive

51) X = Cse_(‘)n(('*'v (2_1)t + Cse_wn(c_“f {Z—I)t = e_wn{t (CSB_wn\/ J%-1t + Céewnxlqz—lt)
L’imposizione della c.c. sullo spostamento porge

52) x(0) = Cs + Cq

Derivando poi la 5.1 si ha

X = —w,{e " “n’t (C5e_“’n\' ¢2-1t 4 Coe®@n 52_“) +
+e~@nlt (—wm/fz — 1Cse™ VS 71 9,1 [72 — 1Cse“nY 52"”)

Imponendo quindi la c.c. sulla velocita si trova

5.3) x(0) = —w,{(Cs + Cg) + wp/{2 — 1(—Cs + C;)

Mettendo a sistema le 5.2, 5.3 si ha

Cs + Cg = xg
{—a)n{(C5 + Co) + wny/ 2 — 1(=Cs + C6) = %o
@{ Cs + Cg = x @{C5=xO—C6
—wp{xg + wp/ (% — 1(=xp + C6 + Cg) = o —wp{xg + Wp/ % — 1(=xg + 2C6) = X
Cs = x5 — Cq
{—wano — Xon /T — 1+ 2Ce0n /T — 1 =g

2wny/(%2-1
- x0+((+,/(2—1)xown
k 6~ 2wn/ {21

_ (m—i)xown—xo
Cs =
N
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Dunque la soluzione particolare del caso dell’oscillatore libero smorzato per ¢ > 1 é definita dalle
5.1, 5.4, le quali porgono

(V 52_1_()’50“’"_’&06—(»,1 J2-1t +x°+((+‘/ (2—1)x0wnewn J2-1t
2wn (21 2wnA/{%2-1

55) «x= e“""ft[

6. Soluzione analitica. In base ai dati in 1.1 si ha nel nostro caso ¢ > 1; dungue la soluzione
particolare del sistema assegnato é la 5.5. Essendo lo spostamento iniziale nullo, la 5.5 si semplifica
nella

— o—wnlt %o o —wnJT2—1t wnJ2—1t
6.1) x=e anm( e +e )

Derivando si ha la velocita

6.2) %= e—wnitL[_( (_e—wngz——lt + ewnJ{Z——lt) +J2 1 (e""n T ewnxfiz——lt)]

2./C%2-1

Sostituendo nelle 6.1, 6.2 i valori numerici assegnati in 1.1, 1.2 si completa la soluzione analitica
del problema assegnato.

7. Metodo di Runge-Kutta classico per sistemi. L’equazione differenziale lineare del secondo
ordine in 2.1 puo essere ridotta a un sistema di due equazioni differenziali lineari del primo ordine,
il quale e poi suscettibile di integrazione numerica con metodo di Runge-Kutta classico per sistemi,
che richiamo qui di seguito nel caso di un sistema di due equazioni del primo ordine. Dato il
sistema

(vy=rtyz)
z=g(ty,2)
1) {J’(O) =Yo
kZ(O) =z,

allora il metodo in parola si scrive

Yier = Yi + ¢ (kb + 2k} + 2k} + kf)

7.2) By . o
Zig1 =7 + g(li + 205+ 21 + 1)
dove si abbia
(ki = f(t,yi2)
9 Ki=f(t+3y +5klz +318)

K =f(ti+5.91+5kbz + 2 1%)
ki = £(t; + h,y; + hki, z; + hib)

200



li = gty i, 2)
; h hog h i
Ezg(ti‘Fg;Yi"'gki,Zi"';li)
; h hog h i
ng =g(ti+5,yi+5k§,zi+gl§)
lf} = g(tl + h,yi + hké,Zi + hlé)

7.4)

8. Integrazione numerica. Data I’equazione in 2.1, si facciano le seguenti posizioni:

y(t) = x(t)
8.1) {Z(t) = x(t)

Derivando le 8.1 si ha

y(t) = x(t) = z(t)
2(t) = ¥(t)

Sostituendo poi le 8.1 e la seconda della 8.2 nella 2.1 abbiamo

8.2) {

8.3) mz,(t) +cz,(t) + kz,(t) =0
Quindi si ottiene il seguente sistema di equazioni differenziali del primo ordine

y=f(tyz)=z
8.4) {

. [ k
zZ = g(t;y;z) - _%Z _;y
con le relative condizioni al contorno

y(0) =x
85) {Z(O) = xz

Utilizzando allora il metodo in 7.2, 7.3, 7.4 si ha

ag =Y +2 (ki + 2K} + 2k} + K}
' Ziwn = Zi+ o (1§ + 204 + 215 + 13)

con le posizioni

(ki =z

i 4 hgi
8.7) k? —Zl+rzll%
Ik:l;:Zi-FElé

\ki = 2, + hli
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: K
(11 = _%Zi ——Yi

l= = (a+3t) =5 (n+ 300)
88) . c h i k h,
= = (a+30) -5 (i +3K)

(L = == (2 + hid) — = (y; + hk})

9. Algoritmo risolutivo. Per rispondere ai quesiti 1.4, 1.5, 1.6 sono stati scritti in Fortran i seguenti
codici:

e [’unita chiamante main_ese 12, la quale si occupa del calcolo della soluzione analitica, della
soluzione numerica, e del calcolo della massima elongazione;
e il modulo mod_ese 12, il quale contiene le costanti del problema, oltre alle seguenti
procedure di modulo:
e subroutine spazio, la quale si occupa di tracciare i diagrammi dello spazio percorso
in funzione del tempo sia per la soluzione esatta, che per quella numerica;
e subroutine velocita, la quale si occupa di tracciare i diagrammi della velocita della
massa, sia per la soluzione esatta che per quella numerica.

Di seguito il diagramma di flusso del codice.

assegno il valore
dell’incremento di tempo
h=0.001 secondi

assegno il valore dell’intervallo di tempo
delta_t=20 secondi

impongo le condizioni al contorno

Yo = Xo
Zy = Xo
Inizio \l/
i=0
k]i.:Zl
i c k
vero falso ll = _Ezi _ Eyi
L hl
k2=Zi+§l1
__c( L h, h
== (a+3t) gk
h, . , , . . h,
Yier = Yi + g (ki + 2k; + 2k5 + ki) K=z +5 1
o i i i i ¢ hi k h i
Zis1 =zi+g(l§+21;+21§+z;) lg_z_E(Zi'-i_flz)_%(yi-'_sz)
kzll._zl-i_hlé
c .
L= = (2 + hly) = (v + h
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!

invoca la subroutine spazio per invoca la subroutine velocita per
tracciare il diagramma dello spazio tracciare il diagramma della
percorso in funzione del tempo per velocita in funzione del tempo per
la soluzione numerica la soluzione numerica

calcola il valore della
massima elongazione per
la soluzione numerica

i=i+1 i*h>delta_t

invoca la subroutine velocita per
tracciare il diagramma della
velocita in funzione del tempo per \ invoca la subroutine spazio per
la soluzione esatta tracciare il diagramma dello spazio
percorso in funzione del tempo per
J la soluzione esatta

calcola il valore della massima
elongazione per la soluzione esatta

fine

10. Esecuzione del programma. Per quanto riguarda la massima elongazione, 1’esecuzione del
programma fornisce i seguenti risultati, presi direttamente dal prompt:

La massima elongazione secondo la soluzione numerica e' di 0.01786428 metri
La massima elongazione secondo la soluzione esatta e' di 0.017864289 metri
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| diagrammi dello spazio percorso, ottenuti dalla integrazione numerica e dalla soluzione esatta
rispettivamente, sono riportati di seguito:

Legenda
soluzione numerica

Spazio percorse

0.018 -
0.017
0.016 - V4
0.015
.01 - /
C.013 - f’r
0.012
0.0M - /
— 0.010 - /
B 0.009 - /
0.008 - |
0,007 - "
0.006 - J,f
[
I
I

0.005 -
0,004 -
0.003 -
0.00% -
0.001 -

Q0.000 0 0 0 0 0 : 0 0 0 0
Q.00 200 400 600 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00

secondi

Legenda

soluzione esatta

Spazie percorso

0.018 -
.07
£.016 - /L
C.015
0,014 - /
0.013 /
0.012 -
0.01 -
0.010 - j
0.G09 |
0.008 |-
0.007 -
I
I

metri

0.006
0.005 -
0.004 -
0.003 - J
0.002 1
0,001 -

0.000 T T T T T T T T T T
0.00 200 400 600 8.00 10.00 12.00 14.00 16,00 18.00 20.00

secondi

Come si vede I’integrazione numerica proposta non si discosta apprezzabilmente dalla soluzione
ottenuta mediante integrazione analitica della equazione di Newton. Discorso analogo per la
velocita della massa, di cui riporto i grafici ottenuti rispettivamente con integrazione numerica e

attraverso la soluzione analitica.
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0.016

VelocTta'

Legsnda
soluzione numerica

0.015 -

0.014 :\

0.013

0,012 -

0.010

0.011 -}
|

0,009 -
\

0.008 -
13

0.007
\

0.006 -
1.3

metrl/secende

0.005 ;-
2.004

0.003 -

0.002 -
: AN

0.001-
0.000 -

=0.00

-0.002 -

secondi

0.00 200 400 600 800 10.00 1200 14.00 16,00 18.00 20.00

VelocTta'

Legenda
soluzione esatta

0.016

0.015 -

0.014 :1‘

o.013
!

0.012 -
i

0.0 -
11

0.010
)

0,009 -

0.008 - \*\

0.007
\

0.006 -
0,005 - \

metri/secondo

0.004 - \

0.003 -

Q.002
: AN

0.0

0.000 -

=0.00

-0.002 -

secondi

Q.00 200 400 600 800 1000 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00

11. Codice dell’unita chiamante.

PROGRAM main_ese_12
lusa DISLIN

USE DISLIN

lusa il modulo mod_ese_12

USE mod_ese_12
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Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

!dichiaro l'array che contiene lo spazio percorso
REAL, DIMENSION (0:50000):: y = 0.

!dichiaro l'array che contiene la velocita'

REAL, DIMENSION (0:50000)::z = 0.

!dichiaro gli array usati nella integrazione numerica

REAL, DIMENSION (0:50000):: k 1,k 2,k 3,k 4
REAL, DIMENSION (0:50000)::1.1,1.2,1.3,1.4

!dichiaro l'array che contiene gli istanti di tempo
REAL, DIMENSION (0:50000):: tempo = 0.

!dichiaro parti della soluzione esatta

REAL: esp_1, esp_2

!dichiaro la costante che contiene l'incremento temporale
REAL, PARAMETER:: h =0.001

ldichiaro la costante che contiene l'intervallo di tempo
REAL, PARAMETER:: delta_t = 20.

!dichiaro la elongazione massima

REAL:: max_e

!dichiaro l'indice del ciclo

INTEGER:: i

!dichiaro il numero di iterazioni calcolate

INTEGER:: iterazioni

!dichiaro la stringa per chiudere il programma
CHARACTER(len=10):: chiusura

Isezione esecutiva

limpongo le condizioni iniziali

y(0)=x_0
z(0)=v_0

leseguo l'intergrazione numerica con Runge-Kutta

ciclo_.n: DOi=0,50000,1
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IF (REAL(i)*h>delta_t) EXIT ciclo_n

k_1(i) = z(i)

11(1) = -(c/m)*z(i)-(k/m)*y(i)

k_2(i) = z(i) + (h/2.)*_1(i)

12(1) = -(c/m)*(z(1) + (h/2)*1.1(1) ) - (k/m)*(y(i) + (h/2.)*k_1(i) )
k_3(i) = z(i) + (h/2.)*1_2(i)

1.3(1) = -(c/m)*( (1) + (h/2)*1.2(1) ) - (k/m)*(y(i) + (h/2.)*k 2(1) )
k_4(i) = z(i) + h*1_3(i)

14(i) = -(c¢/m)*(z(i) + h*1_3(1) ) - (k/m)*(y(i) + h*k_3(i) )

y(i+1) = y(i) + (h/6.)*(k_1(i) + 2*k_2(i) + 2*k_3(i) + k_4(i) )
z(i+1) = z(i) + (h/6.)*(1L1(10) + 2*¥1_2(1) + 2*1_3(i) + 1.4(i) )

tempo(i) = 0. + REAL(i)*h

iterazioni =i
END DO ciclo_n
ltraccia il diagramma dello spazio in funzione del tempo
CALL spazio (y, tempo, iterazioni, 'soluzione numerica ')
Itraccia il diagramma della velocita' in funzione del tempo
CALL velocita (z, tempo, iterazioni, 'soluzione numerica ")
Icalcola I'elongazione massima
max_e = MAXVAL(ABS(y))
Iscrive sulo schermo il valore della elongazione massima
WRITE(**)" "
WRITE(*,*)"La massima elongazione secondo la soluzione numerica"
WRITE(*,*)"e" di", max_e, "metri"
linizializzo gli array con la soluzione esatta
ciclo_e: DOi=0,50000,1

IF (REAL(i)*h>delta_t) EXIT ciclo_e

tempo(i) = 0. + REAL(i)*h

esp_1 = EXP( -omega*SQRT(-1.+chi**2.)*tempo(i) )
esp_2 = EXP( omega*SQRT(-1.+chi**2.)*tempo(i) )

y(i) = EXP(-omega*chi*tempo(i))*(v_0/(2*omega*SQRT(-1.+chi**2.)))*(-esp_1+esp_2)

z(i)=EXP(-omega*chi*tempo(i))*(v_0/(2*SQRT(-1.+chi**2.)))*(-chi*(-esp_1+esp_2)+&
&SQRT(-1.+chi**2.)*(esp_1+esp_2))

END DO ciclo_e
ltraccia il diagramma dello spazio in funzione del tempo

CALL spazio (y, tempo, iterazioni, 'soluzione esatta ')
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ltraccia il diagramma della velocita' in funzione del tempo
CALL velocita (z, tempo, iterazioni, 'soluzione esatta ')
max_e = MAXVAL(ABS(y))
Iscrive sulo schermo il valore della elongazione massima
WRITE(**)" "
WRITE(**)"La massima elongazione secondo la soluzione esatta”
WRITE(*,*)"e' di", max_e, "metri"
lle seguenti righe permettono di agevolare il lancio del programma dalla icona
WRITE (**)" "
WRITE (*,*)"To close the program press any key. Then press RETURN."
READ (**) chiusura
STOP
END PROGRAM main_ese_12
11. Codice del modulo.

MODULE mod_ese_12

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

!dichiaro le costanti fisiche del sistema

REAL, PARAMETER: m = 8.
REAL, PARAMETER:: chi = 1.8
REAL, PARAMETER:: omega = 0.2
REAL, PARAMETER:: k = 0.32
REAL, PARAMETER:: ¢ = 5.76

!dichiaro le condizioni iniziali

REAL, PARAMETER:: x_0
REAL, PARAMETER:: v_0

0. !'metri
0.015 !metri/secondo

Iscrivo le subroutine

CONTAINS

SUBROUTINE spazio (array, tempo, iterazioni, titolo)
Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro 1'array dello spazio e quello del tempo
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(0:50000):: array, tempo

!dichiaro il numero di istanti considerati
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INTEGER,INTENT(IN):: iterazioni
!dichiaro la stringa usata per il titolo
CHARACTER(len=20),INTENT(IN):: titolo
!dichiaro le variabili locali

Istringa usata per la legenda
CHARACTER(len=20)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il formato del file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (50000,'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichiama alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (700,2700) Icoordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (1700,1300) lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('secondi’,'x") 'nome delle ascisse

CALL NAME (‘metri','y") !nome delle ordinate

CALL LABDIG (2,'x") Ichiedo 2 cifre decimali per 1'asse x

CALL LABDIG (3,'y") Ichiedo 3 cifre decimali per 1'asse y

CALL DASH ltratteggio per gli assi coordinati

CALL GRAF (0.0,20.,0.0,2.,0.0,0.018,0.0,0.001) !inizio, fine, intervallo assi x, y
CALL GRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT ltraccio la retta x=0

CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio la curva

CALL MYLINE (1,1) Ichiede una linea continua per la curva
CALL CURVE (tempo, array, iterazioni) !traccio lo spazio in funzione del tempo

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Spazio percorso”,1)!prima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,1,20) lvariabile di carattere, righe,lunghezza
CALL LEGLIN (stringa,titolo,1) Icontenuto della legenda

CALL LEGTIT ('Legenda") Ititolo legenda

CALL LEGEND (stringa,3) Iposizine in alto a destra
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CALL DISFIN

END SUBROUTINE spazio

SUBROUTINE velocita (array, tempo, iterazioni, titolo)
Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro 1'array dello spazio e quello del tempo
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(0:50000):: array, tempo
!dichiaro il numero di istanti considerati
INTEGER,INTENT(IN):: iterazioni

!dichiaro la stringa usata per il titolo
CHARACTER(len=20),INTENT(IN):: titolo

Idichiaro le variabili locali

Istringa usata per la legenda
CHARACTER(len=20)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il formato del file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (50000, 'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichiama alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (700,2700) Icoordinate angolo basso sinistra

CALL AXSLEN (1700,1300) lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME ('secondi’,'x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘'metri/secondo’,'y') Inome delle ordinate

CALL LABDIG (2,'x") Ichiedo 2 cifre decimali per I'asse x

CALL LABDIG (3,'y") Ichiedo 3 cifre decimali per 1'asse y

CALL DASH ltratteggio per gli assi coordinati

CALL GRAF (0.0,20.,0.0,2.0,-0.002,0.016,-0.002,0.001) !inizio, fine, intervallo assi x, y
CALL GRID (1,1) limpone una griglia sul piano coordinato
CALL XAXGIT ltraccio la retta x=0

CALL YAXGIT ltraccio la retta y=0
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Itraccio la curva

CALL MYLINE (1,1) Ichiede una linea continua per la curva
CALL CURVE (tempo, array, iterazioni) ltraccio lo spazio in funzione del tempo

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Velocita™,1) Iprima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,1,20) lvariabile di carattere, righe,lunghezza
CALL LEGLIN (stringa,titolo,1) Icontenuto della legenda

CALL LEGTIT ('Legenda") ltitolo legenda

CALL LEGEND (stringa,3) Iposizine in alto a destra

CALL DISFIN

END SUBROUTINE velocita

END MODULE mod_ese_12
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Dinamica del pendolo composto

1. 1l quesito. E’ assegnato il pendolo composto indicato in figura i cui parametri inerziali e
geometrici sono

m=>5kg < massa complessiva
1.1) {I; = 0.05kg - m? « momento d'inerzia baricentrico
AG = 5cm

Si intende che I; ¢ calcolato rispetto all’asse baricentrale ortogonale al piano del pendolo. Si
assuma che il corpo sia soggetto alla sola forza peso e che la cerniera in A, sia senza attrito. Allora
si chiede

1.2) dideterminare attraverso il metodo del FREE-BODY I’equazione del moto;
1.3) diintegrarla per via numerica;
1.4)  diricavare le reazioni vincolari in funzione del tempo.

Si assumano le seguenti condizioni iniziali:
B,

6(t = 0) = 180°
15) {é(t =0)=0 / ﬁ
0

Si osserva che un particolare -
pendolo composto avente le A
caratteristiche inerziali in 1.1

e quello la cui massa sia

costituita da un cerchio di

centro G, massa m e raggio Y6
dato da

16) R= [2e= [p%0MM . 1420m
m 5kg

Infatti per questo particolare pendolo il momento di inerzia rispetto 1’asse baricentrale ortogonale al
piano del moto é dato da

x|

R? (0.142m)? ,
ly=m—= 5kgT = 0.050kg -m

ovvero proprio quello assegnato.
2. Metodo del FREE-BODY. La sollecitazione effettiva agente sul meccanismo proposto e data da

mg = {0,—m
(mg =1 g}} < applicate in G

R= {RxJ Ry}
Mé = R X AG = R, R, 0 =AG(Rxsin9—Ryc039)E
k AG cos@ AGsinf O
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La sollecitazione d’inerzia invece € data da

2.2) —mdg = —m{Xs, Yo} < applicata in G

Essendo poi I’espressione generale del sistema fondamentale della dinamica data da

Fe+Fi=0
23) o T
Mg+ M. =0

dove I’apice e si riferisce alla sollecitazione effettiva, mentre 1’apice i indica la sollecitazione
d’inerzia; dunque sostituendo le 2.1, 2.2 nella 2.3 abbiamo

N — - - Rx_mjéGzo
g (M Emie= kg g o
RXAG—al; =0 AG(RxsinH—Rycose)—§IG=0

Si consideri ora che per le coordinate cartesiane del baricentro si ha

{xG = AGcosf _ [ = —AGOsin @ s %G =—AG(6sin6 + 6% cos @)
Y¢ = AGsin6 ye = AGO cos @ J6 = AG(8 cos 6 — 6%sin0)

Dunque le 2.4 si riscrivono

Ry + mAG(6sin® + 62 cosf) =0
2.5) R, —mg —mAG(6 cos — 6%sinf) = 0
AG(R,sin® — R, cos0) —6l; =0

Dalla terza equazione si ricava

. AG(Ryxsinf—Ry cos )

26) 6

Ig
Dalle prime due del 2.5 si ricavano le reazioni vincolari
27) Ry = —mAG(6sin6 + 6% cos )

' R, =mg + mAG(6 cos 6 — 62 sin9)

y

Sostituendo le 2.7 nella 2.6 si ha

(—AG(é sin@ + 62 cos ) sin 6 — (g + AG(6 cos 6 — §?%sin 9)) cos 9)

6 = mAG . e
G
) (—AG6Osin? 6 — AGO? sin@ cos 6 — g cos § — AGH cos? § + AGH? sin 0 cos 6)
< 0 = mAG s
Ig
.. AG6H + g cos B .. o s
< 0 = —mAG ] © 0l; = —mAG“0 —mAGg cos 0
G
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Abbiamo trovato dunqgue la legge del moto

1 2AGmg
2 Ig+AG?m

28) (I; +AG*m)6 + AGmgcosf =0 6 = cosf = —#cos@

Le 2.7 risolvono il quesito 1.4, la 2.8 risponde al quesito 1.2.

3. Metodo del PLV. Come verifica della 2.8 vediamo ora di risolvere il quesito 1.2 attraverso
I’applicazione del Principio dei Lavori Virtuali; il lavoro virtuale della sollecitazione effettiva
(attiva e reattiva) e della sollecitazione inerziale si scrive

31) 6L =R-5(A)+ (mg—mdg) - 8(G) —a - 86kl

Si consideri ora che §(A) = 0 per rispetto del vincolo di cerniera; inoltre si ha

32) §(6) = {det} _ {—AGédt sin 9} _ {—AG sin @ 69}

vedt) | AGOdt cos 6 AG cos 0 66

Quindi la 3.1 si scrive

0 } B {—AG(@ sin @ + 62 cos 0)}) ' {—AG sin @ 59} _ ol
G

33) 6L=m { . ,
) < -9 AG(6 cos 6 — §%sin0) AG cos 6 66

Il PLV porge poi 6L = 0 ovvero

0 —AG(6sin6 + 62 cos 0)}) —AGsinB) -«
- . . . - 01, =
m({—g} {AG(HCOSB—BZSinB) {AGcose} ble=0e

0) (—AGsing) [—AG(6sinb+62cosh)) (—AGsing)) s, _
c)m({_g}.{AGCOSH}_{AG(écose—ézsinH) '{AGcose} —0l=0s

& m(—gAG cos @ — AG? ((9 sin@ + 62 cos §) sin 6 + (6 cos @ — 62 sin 0) cos 9)) =0I;
o m(—gAG cos @ — AG*(6 sin? 0 + 6 cos? 9)) = 0I; © m(—gAG cos 8 — AG*H) = 01,

Abbiamo trovato dunque

34) AGmgcos@ + (mAG*+1;)8 =0

Si ritrova cosi la 2.8.

4. Abbassamento dell’ordine della equazione differenziale. Nella 3.4 si ponga
41) z(0) = 6(t)

Allora si ha

dz(6)
daé

42) 6(t) = 0(t)

Sostituendo le 4.1, 4.2 nella 3.4 si ha
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4.3) AGmgcosf + (mAG? + 1) dz(e)

z(0) =0

Questa equazione differenziale si pud agevolmente risolvere per separazione di variabili, infatti

dz(9) ) = AGmgcosH@ iy = AGmg 9d9<:)22— AGmg j‘d 0
a6 N T T maci+ 1, YT Tmacr + 1, 2= Tmagr+1,) 45m

Quindi si trova

2 AGm mg
4.4) z* = 2mAGZ+1 sinf + C

Sostituendo poi la 4.1 nella 4.4 si ha

AGmg

02(t) = —2—————sinf(t) + C
® =2 e, @O+
Imponendo poi le condizioni iniziali si ha
ACMG 06y +C = €= 2—25M9 g
MAG2 + 1500 T CmAGE+1,0 M0

e quindi si conclude

45)  0%(t) = ﬂ[sin 0, — sin 6 (¢)]

AG?+1g

Si osservi ora che la 4.5 impone che sia sempre sin 8, > sin 8 (t), ovvero che il baricentro del
corpo non risalga mai oltre la posizione assunta all’istante iniziale. Questo ¢ perfettamente
compatibile con la conservazione dell’energia del sistema.

Per risolvere 1’equazione differenziale dobbiamo ora metterla in forma normale, ovvero occorre
estrarre la radice; questo limitera la validita della soluzione all’ambito temporale in cui la velocita
non cambia di segno. Poiché a partire dalle condizioni iniziali 1.5 la velocita angolare risulta
positiva, segue che sceglieremo di scrivere la 4.5 nella forma seguente

f@(t) = %\/sineo —sin @ (t)

4.6) !1= 2279 — 8858851
LA MAG2+I¢ )

O¢[m, 2m]

Risolvo ora la 4.6 ancora per separazione di variabili:

6(®) _ 1 Jsinf, —siné (t) © A iad dt
— = —4/SIn — Sin (=4 = (=4
dt A 0 \/sin @y — sin 8 (t)
6(t) dy 3
a1 t= Af J/sin@y—siny’ o€ [90'7]
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L’integrale a secondo membro non puo essere risolto in forma esatta, si tratta cio¢ di un integrale
ellittico.

5. Metodo energetico. Provo ora come sia possibile pervenire alla 4.6 molto velocemente con
considerazioni energetiche. L ’energia cinetica del pendolo composto ¢ data da

51) T =-mvZ+:146% = 2m(v3) +31:6% = (3mAG? +31) 62

L’energia potenziale associata al campo gravitazionale ¢ data invece da

J.mg Vedt = —mf dt = —mf —AGO sin g}dt
AGH cos 6@

=mgAGf9cost9dt=mgAchostH

Dunque abbiamo

52) I =mgAGsin8+C

L’energia totale del sistema ¢ pertanto

53) E=T+I=(2mAG? +31;)0% + mgAGsin6 + C

D’altra parte 1’energia totale relativa alle condizioni iniziali 1.5 é tutta potenziale e vale
54) E =T1(ty) = mgAGsinf, + C

Sostituendo la 5.4 nella 5.3 abbiamo
1 1 .
mgAG sinf, + C = (EmAG2 + EIG> 0% + mgAG sinf + C =

5.5) GmAGZ +215) 6% + mgAG(sin 6 — sin ) = 0
che é proprio la 4.6.
6. Integrale ellittico incompleto di prima specie. In questo paragrafo discutiamo un particolare

integrale -detto ellittico di prima specie- a cui ricondurro in un secondo momento quello in 4.7. Si
tratta del seguente integrale

6.1) Fi(k,¢) = IW
ksing € |-1,1]

il quale non puo essere risolto in forma esatta. Qui ne propongo la soluzione per mezzo di uno
sviluppo in serie di potenze. A tale scopo si consideri il noto sviluppo
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(o]
a! a! a!

o a - a! ! ! ) 3
(1+2) :Z(k)xk:kzzomxk:1+(a—1)!x+2!(a—2)!x METIC S TR

k=0
VaeR, Vxe|-1,1]

Operando le sostituzioni x = —k?sin?p e a = —1/2 abbiamo

:i (-1/2)!
1— kZsing k=0k!(—1/2—k)!

(D00, (DA

(—k?sin?@)k =

1
= 1+ 5ksin?g + k*sin*ep — c kPsin®e +
1 1 1 1
—5)(—5—-1)(—5—-2)(—5—3
+( 2)( 2 )(242 )( 2 )kssins(p_i_.__:
1 3 15 105
_ T2 w02 ) Y 1,6 ainb " 1,8ain8
—1+2k sin (p+8k sin g0+48k sin g0+384k sin®p +

Dunque I’integrale F; (k, ¢) puo essere scritto in modo equivalente come

o (=1/2)! ]
62 Fi(k®) = [ Tino o (K2sin?)* do

Se in particolare ci limitiamo al quinto addendo dello sviluppo in serie, allora una scrittura
approssimata di F; (k, ¢) € la seguente

¢ 1 3 15 105
(1 + Ekzsinzq) + §k4sin4(p + EkGSl’TlG(p + ﬁkssin8<p> do =
¢

Ak = |

1, 0
—¢+§kj

0

i 15 . (® . 105 . (®
sin (pd(p+Ek f sinpdp +—k f sin®p de
0

sinp do + Ek‘*J
8 . 384

0

Per gli integrali trigonometrici si calcola poi

f‘f’ - _(p—Sin(pCOS(p¢_¢—Sin¢COS¢
sin“pde = =
. 2 0 2
]¢ - 3<p—351ng0cosg0—25in3<pcosg0¢ 3¢ — 3sin¢ cos ¢ — 2sin3 ¢ cos ¢
sin*pdp = =
. 8 . 8
j¢_6 4 ( Sin5g0COSg0+15( _ ) 5 . >¢
sinfpdp =(————+—(p —sinpcosp) ——sin*pcosg || =
. 6 48 24 .
sin® ¢ cos 15 5
=—#+E(¢—sin¢cosq’))—ﬁsin:()pcosdb
¢ o 7 ¢ . sin” g cos p|”
sinfpdp ==| sin®pdp ————| =
0 8 0 8 0
sin® ¢ cos 105 35 sin’ ¢ cos
=-7 28 ¢+384(¢—sin¢cos¢)——1925in3¢cos¢——¢; ¢

Dunque I’integrale F; puo scriversi in maniera approssimata come
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1 — sin ¢ cos 3 3¢ —3sing cosp — 2sin3 ¢ cos
Fl(k,gb)ng+—k2¢ peosp 3,30 ¢ cos ¢ peose

2 8 8
15 sin® ¢ cos ¢
+Ek6 T —(gb—smqbcosqb)——sm ¢ cos ¢
105 sin® gbcosgb 35 sin’ ¢ cos ¢
k8| — — - —_
+384k ( 7 8 384(¢ sin ¢ cos ¢) 192sm ¢ cos ¢ 3

7. Integrale ellittico completo di prima specie. Quando si ponga ¢ = m/2 nell’integrale ellittico
incompleto di prima specie, allora si ottiene la forma completa, ovvero I’integrale

7.1) {Kl(k) - fzw/l kZsin2¢
ksing € |-1,1]

Operando la sostituzione ¢ = /2 nella espressione approssimata ottenuta per la forma incompleta
abbiamo

K(k)~n+nk2 9 o 225 o 11025 18 =
1) E 5+ g+ 158™ Y 1608™¢ T 294912 =
~ 1.5707 + 0.3926k2 + 0.2208k* + 0.1533k® + 0.1174Kk®

Dunque possiamo scrivere
7.2)  Ki(k) = 1.5707 + 0.3926k? + 0.2208k* + 0.1533k® + 0.1174k?®

8. Integrale trigonometrico riconducibile a integrale ellittico completo di prima specie. Si
consideri I’integrale

81) [l-—L—, 0e[0,4n]

cosy—cosf’

dove i = 0,1,2 ... Si operino le sostituzioni seguenti

2
Sll’lz—

sing = ksing

Allora abbiamo che

cosy=coszg—sinzzz 1-2sin?t

0
9 %9 0 :>,/cosy—cost9=\/§\/sin2§—sin2g

cos 6 =c052§—sin25= 1—25in25
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|f sinE=ksin¢ -
y=60>= 0 :>sinq§=1:>q§:z
sm§=k
y=0=>0=ksingpg=>¢=0
1 2k cos
d(sinz) = d(k sin @) ﬁ—COSZd)/= kcospde =>dy=—(pd<p
2 22 cos%

Dunque la sostituzione proposta porge

2k cos k cos
@ dgp = \/— @

f,/cosy—cos foﬁcos Jsinzﬁ—sinzl 0 cosy|k|,/1—smz
2 2

Si consideri ora che poiché ¢ € [O%] si ha cos¢@ = 0 e dunque /1 — sin? ¢ = cos ¢, pertanto
abbiamo ottenuto sin qui

0 d Tk
2
f — - sz AT T4
0 y/COsy —cosf 0 cosilkl

A questo punto si deve specificare 1’ambito di variabilita di 6. Si hanno solo i seguenti casi:

k=0
9el0, ] = V =>f —\/‘f
cos 1/cosy — cos 0 1 — kZsin2¢
k< 0
fe[0, —m] = V

:>f ﬁf d
cosz = ,/cosy—cos 0 1—k25in2<p

Si riconosce a secondo membro I’integrale ellittico di prima specie in forma completa, dunque
possiamo fornire la seguente soluzione approssimata:

82) [, ——t—= V2K, (sin}) =

cosy—cosf
2 4 6

N, Y, Y, N
= ++/2 1.57O7+O.3926(51n5> +o.2208(sm§) +0.1533 (smi) +0.1174(51n5)

dove 6¢€[0, +m].

9. Integrazione per serie. Vediamo ora come ricondurre 1’integrale in 4.7 a quello discusso nel
precedente paragrafo. Operando la sostituzione 8 = a + 3w /2 nell’integrale 4.7 abbiamo
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sin90=sin( 2)=—cosao
9.1) {siné =sin (a + ) = —cosa = (PO e ___db
' 6o /sinfy—siny @y /cosf—cosag
90 = 0(0 9 7,d6 = da

Possiamo scrivere anche

9.2) fe(t) dy _ _ (% ag + fa(t) ag
' 0o ./sinfy—siny - 0 ./cosB-cosag 0 JJcos B—cos ay

Considerando i risultati del precedente paragrafo -e tendo conto delle condizioni iniziali in 1.5- si ha

(79 _ _ in™
| 0 2Jcos[)’ cos @y - \/EKl (Sln )
a(t) dp
03 4 e = 2K (sn)

loe[-£0-2]<]-2)

Dunque I’equazione 4.7 si puo riscrivere

94) t= A\/E(Kl (sin%) - K, (sing)), oe[nZ]a=0-2

2

dove si deve sostituire

T s T[

05) {Kl (sinZ) = [1.5707 + 0.3926(sinz)2 +0.2208 (sinz)4 +0.1533 (sinz) +0.1174 8] =~ 1.8450

a a a

Ky (sin%) = [1.5707 +0.3926 (sin;)z +0.2208 (sin;)4 +0.1533 (sin;) +0.1174 8]

In realta si trova che le 9.5, 9.6 non funzionano, e non so bene perché. Invece la 9.3 funziona se la si
usa per calcolare il tempo necessario a descrivere un quarto della oscillazione. In tal caso infatti si
ottiene

= VK, (sin%) >t = AVZK, (sing) = 0.2951s

f?’f dy 3 ]‘7 dap

r +/sinf, —siny 0 +/cosp —cosa
Dunque si ottiene un periodo

96) T =4-0.2951s =1.18s

10. Metodo di Runge-Kutta classico. Ricordo il metodo di Runge-Kutta classico per
I’integrazione numerica, secondo il quale assegnato il problema di Cauchy

2O = f(x,y(0)

10.1) {
y(to) = Yo

con un’unica soluzione in I = [ty, t, + B], allora definita la partizione seguente di I in n + 1 nodi
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10.2) x; = x9 + i% =x,+ih, 1=0,12,..,n

segue che la funzione incognita puo essere costruita secondo 1’espressione
10.3) Yisr = i+ (Kb + 2K + 2k + k)

con

ki = f(x,y0)
. h h .
ky = f(xi + 2V +gki)
. h h .
Lké :f(xi +2, Vi +gk§)

10.4)

11. Integrazione numerica. Volendo applicare il metodo di integrazione esposto nel precedente
paragrafo al problema di Cauchy qui in esame, che ricordo

(6(t) = %\/—sinH (t) con A =+mg
2

l mAG2+Ig

11.1) { 0(t =0) = 180°
l6(t=0)=0
k@e[n, 21|

si utilizza quanto esposto nel precedente paragrafo. In particolare, si definisce la partizione
112) ty=xo+il=xo+ih, i=012,.,n
Quindi il metodo Runge-Kutta classico porge 1’algoritmo

11.3) i1 = 0; + % (ki + 2k} + 2k} + kL)

con
(ki = %«/— sin 6,
ki = %\/— sin (6; + k})
11.4) <

k& =%\/—sin(9i +§ké)

k=2 J— sin(6; + hii)

Una volta che si sia ricavato dalla 10.3 1’array dei valori di 8 € possibile ricavare dalla 3.4 quello
dei corrispondenti valori di 6 e I’array dei valori di 6; dalla prima delle 4.6, avendosi
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11.5 ..
) g. = AGmg

Quindi si ricavano le reazioni vincolari dalle 2.7, le quali porgono

RL = —mAG (9i sin@; + 6, cos Bi)
11.6) . ) .2
Ry = mg + mAG (Hi cosf — 6; sin 0)

Inizio
v
delta_t = 4.0s
n = 10000
v
delta_t
h= n—1
y
theta(0) =0
tempo(0) =0

vero

theta(i) = 6.283

1
theta_p(i) = A \/— sin theta(i)

1
theta_p_p(i) = — 542 08 theta(i)

X; (i) = AG cos theta(i)
y (i) = AG sin theta(i)

1 () = —mAG(f sin 6 + 62 cos 6)
1, (1) = mg + mAG(6 cos & — 6% sin6)

tempo(i + 1) = tempo(i) + h

J
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1

theta(k + j) = theta(k — (j — 1))
theta_ p(k +j) = theta_p(k - (- 1))

theta_p_p(k + j) = theta_p_p(k — (j — 1))

X; (1) = AG cos theta(k + j)
y (i) = AG sin theta(k + j)

ek + ) =n(k = (= 1)
nk+j) =nk-3G-1)

tempo(k + 1) = tempo(k+j—1)+h
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J

V

theta(k + k + 1) = theta(l)
theta_p(k + k + 1) = theta_p(l)
theta_ p_p(k + k + 1) = theta_p_p(l)

Xg(k + k + 1) = AG costheta(k + k + 1)
yo(k + k +1) = AG sintheta(k + k + 1)

re(k +k+ 1) =1,(D)
r(k+k+10) =1,

tempo(k + k + 1) =tempo(k+k+1—-1)+h

/\pzz,lj-l_l’l/

theta(k + k + k +p) = theta(k — (p — 1))
theta p(k + k + k + p) = theta_p(k — (p — 1))
theta_ p p(k + k+k +p) = thetapplk—(p—1))

Xc(k+k+k+p)=AGcostheta(k +k + k + p)
ye(k + k+k +p) = AG sintheta(k + k + k + p)

wk+k+k+p)=nrk—-—(p-—-1))
ry(k+k+k+p)=nrk-(p-1))

tempo(k +k+k+p)=tempo(k+k+k+p—1)+h

224



v

invoca la subroutine diagramma per tracciare il
grafico di theta

v

invoca la subroutine diagramma per tracciare il
grafico di theta_p

v

invoca la subroutine diagramma per tracciare il
grafico di theta_p p

v

> i=0k+k+k+11

invoca la subroutine pendolo per tracciare la posizione dI

pendolo al tempo tempo(i)

fine

radianti

&~
.

6.3

o
]
i

314

0.000

theta

0.400 0.800 1200 1600 2.000 2.400 2.800
secondi
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theta prime

8.9 ]
8.0 ]
£ ]
6.2 ]

%] 5.3 o

ti/

S 4.4 -

adia

2 5.5 ]
27 -
18-
0.9

0-0 4

0.000 0.400 0.800 1200 1600 2.000 2.400 2.800
secondi

theta secondo
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-1.8-
—15.7 -
—19.6 -
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—27.5 -
—314 -
—35.3 -
—39.2 7 T T T 7 T 7 T 7 T [ T 7 T
0.000 0400 0.800 1200 1600 2000 2400 2.800

secondi

radionti/s~2
(=]
]

12. Algoritmo risolutivo. Per effettuare 1’integrazione numerica sono stati scritti in Fortran i
seguenti codici:

e [’unita chiamante main_ese_14 a, la quale si occupa del calcolo della legge oraria e delle
reazioni vincolari;

e il modulo mod_ese 14 a, il quale contiene le costanti geometriche 1.1 oltre alle seguenti
procedure di modulo:
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subroutine diagramma, la quale si occupa di tracciare 1’andamento nel tempo delle
funzioni 6(t), 6(t), 8(t);

subroutine reazioni, la quale si occupa di tracciare 1’andamento nel tempo delle
funzioni R, (t), Ry (t);

subroutine pendolo, la quale si occupa di tracciare i fotogrammi con la posizione del
pendolo (si tratta del pendolo equivalente circolare di cui si parla nel paragrafo
iniziale) per piu istanti consecutivi; questi fotogrammi sono stati poi usati per

realizzare una animazione della oscillazione del pendolo.

In figura il diagramma di flusso complessivo.

13. Esecuzione del programma. Il programma restituisce 1’andamento nel tempo delle seguenti

funzioni, che riporto nelle figure precedenti e nella successiva.

e 0=0(t),0=06(1t),8 =6
o 1 =n1(t),n, =n),r=71()

Reazione

67.7 - ™ O -
L3 L} Kl
. 4
60.8 - H 3 & 3 £ kS 3
. [ LI Y 3 1 £
- v ¥ ] ¢
a4 ] A I3 4 I
5 3‘ 9 - ;.' ,1 ;-p E .11 ] 5\‘ 3
1 S ; 4 ; b
ama- % fo
i i) I 1 A i
. ks I
AQ7 -{ At M . A = _t-
33.5-
2B.5 -

newton

19.6 -

" /) VA /\

-1.0 1%

—14.7 T T T T T T T T T T T T T T

0,000 03,400 0.800 1.200 1.600 2000 2,400 2.830
secondi

Legenda

componenete x
componenats y
modulo

14. Codice del programma chiamante. Segue lo script della unita chiamante del programma che

risolve il quesito.

PROGRAM main_ese_14_a

USE DISLIN llibreria grafica
USE mod_ese_14_a

Isezione dichiarativa
IMPLICIT NONE
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!dichiaro gli array di theta e delle sue derivate
REAL,DIMENSION(0:n-1):: theta, theta_p, theta_p_p
!dichiaro gli array delle componenti e del valore totale della reazione vincolare
REAL,DIMENSION(O0:n-1):: rx, ry, r

!dichiaro l'array del tempo

REAL, DIMENSION(0:n-1):: tempo

!dichiaro gli array della posizione del baricentro
REAL,DIMENSION(0:n-1):: XG, yG

!dichiaro gli array dei coefficenti k del metodo Runge-Kutta
REAL,DIMENSION(0:n-1):: k1, k2, k3, k4

!dichiaro la costante A presente nella equazione differenziale
REAL:: A

!dichiaro gli indici del ciclo e una variabile di lavoro
INTEGER:: i,j,],p,k

lindico una stringa che uso per chiudere il programma
CHARACTER(len=10):: chiusura

!dichiaro i titoli dei diagrammi

CHARACTER(len=13):: titolo_1 = "theta "
CHARACTER(len=13):: titolo_2 = "theta primo "
CHARACTER(len=13):: titolo_3 = "theta secondo"
CHARACTER(len=13):: unita_1 ="radianti "

CHARACTER(len=13):: unita_2 = "radianti/s
CHARACTER(len=13):: unita_3 = "radianti/s"2"

Isezione esecutiva

Icalcolo h

h = delta_t/REAL(n-1)

WRITE(**) h

Icalcolo la costante A

A =SQRT( ( (m*AG**2.)+IG)/(2.*AG*m*g) )
limpongo la condizione iniziale

theta(0) =3.141593
tempo(0) =0.

Iciclo del metodo di Runge-Kutta
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andata_1: DO i=0,n, 1
IF (theta(i)>=6.283) EXIT andata_1
Icalcolo la velocita angolare e 'accelerazione angolare

theta_p(i) = (1./A)*SQRT( (-1.)*SIN(theta(i)))
theta_p_p(i) = (-1.)*COS(theta(i))/(2*A**2.)

Icalcolo la posizione del baricentro

xG(i) = AG*COS(theta(i))
yG(i) = AG*SIN(theta(i))

Icalcolo le componenti della reazione vincolari e il modulo della reazione
rx(i) = (-1.)*m*AG*( theta_p_p(i)*SIN(theta(i)) + (theta_p(i)**2)*COS(theta(i)) )
ry(i) = m*g + m*AG*( theta_p_p(i)*COS(theta(i)) - (theta_p(i)**2)*SIN(theta(i)) )
r (1) = SQRT( rx(i)**2 + ry(i)**2)
Icalcolo i coefficenti k del metodo runge-kutta
k1(i) = (1./A)*SQRT( (-1.)*SIN( theta(i) ) )
k2(i) = (1./A)*SQRT( (-1.)*SIN( theta(i) + 0.5*h*k1(i) ) )
k3(i) = (1./A)*SQRT( (-1.)*SIN( theta(i) + 0.5*h*k2(i) ) )
k2(i) = (1./A)*SQRT( (-1.)*SIN( theta(i) + h*k3(i)))
Icalcolo il valore di theta(i+1)
theta(i+1) = theta(i) + (h/6.)*(k1(i) + 2*k2(i) + 2*k3(i) + k4(i) )
Icalcolo i valori dell'array del tempo
tempo(i+1) = tempo(i) + h
lassegno il valore k
k=i
WRITE(**) theta(i), rx(i), ry(i), r(i)
END DO andata_1
lassegno gli altrivalori degli array invertendo il moto sin qui ottenuto
ritorno_1: DO j=1,k+1, 1
theta(k+j) = theta(k-(j-1))
theta_p(k+j) =theta_p(k-(j-1))
theta_p_p(k+j) =theta_p_p(k-(j-1))

xG(k+j) = AG*COS(theta(k+j))
yG(k+j) = AG*SIN(theta(k+j))

rx(k+j)=rx(k-(-1))
ry(k+j)=ry(k-(j-1))
r (k+j) = r(k-(j-1))

Icalcolo i valori dell'array del tempo
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END DO ritorno_1

tempo(k+j) = tempo(k+j-1) + h

WRITE(**) theta(k+j), rx(k+j), ry(k+j), r(k+j)

lassegno i valori per la seconda andata del pendolo

andata_2:D01=2,k, 1

END DO andata_2

theta(k+k+]l) = theta(l)
theta_p(k+k+1) =theta_p(1)
theta_p_p(k+k+1) = theta_p_p(1)

xG(k+k+]1) = AG*COS(theta(k+k+1))
yG(k+k+l) = AG*SIN(theta(k+k+1))

rx(k+k+D)=rx(1)

ry(k+k+1)=ry(1)

r(k+k+l) =r (1)

Icalcolo i valori dell'array del tempo

tempo(k+k+]) = tempo(k+k+1-1) + h

WRITE(* *) theta(k+k+1), rx(k+k+1), ry(k+k+1), r(k+k+1)

lassegno i valori del secondo ritorno

ritorno_2: DO p=1, k+1, 1

END DO ritorno_2

WRITE(**) k

theta(k+k+k+p) = theta(k-(p-1))
theta_p(k+k+k+p) =theta_p(k-(p-1))
theta_p_p(k+k+k+p) = theta_p_p(k-(p-1))

xG(k+k+k+p) = AG*COS(theta(k+k+k+p))
yG(k+k+k+p) = AG*SIN (theta(k+k+k+p))

rx(k+k+k+p)=rx(k-(p-1))
ry(k+k+k+p)=ry(k-(p-1))

r (k+k+k+p)=r (k-(p-1))

Icalcolo i valori dell'array del tempo

tempo(k+k+k+p) = tempo(k+k+k+p-1) +h

WRITE(*,*) theta(k+k+k+p), rx(k+k+k+p), ry(k+k+k+p), r(k+k+k+p)

Itraccio il diagramma di theta in funzione del tempo

CALL diagramma (theta, tempo, titolo_1, unita_1, k)

ltraccio il diagramma di theta_p in funzione del tempo
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CALL diagramma (theta_p, tempo, titolo_2, unita_2, k)
ltraccio il diagramma di theta_p_p in funzione del tempo
CALL diagramma (theta_p_p, tempo, titolo_3, unita_3, k)
ltraccio il diagramma della rezione vincolare in funzione del tempo
CALL reazione (rx, ry, r, tempo, k)
Itraccio la posizione del pendolo istante per istante
animazione: DO i=0,k+k+k+k+1,10
CALL pendolo (xG, yG, rx, ry, tempo, i)
END DO animazione
WRITE (*,*)"Per chiudere il programma premi una lettera qualunque.”
WRITE (**)"Tutti i dati andranno persi."
READ (**) chiusura

STOP

END PROGRAM main_ese_14_a
15. Codice del modulo. Seguono le line di programma del modulo utilizzato dalla unita chiamante.

MODULE mod_ese_14_a

Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

ldichiaro i parametri inerziali e geometrici del pendolo

REAL, PARAMETER:: m=5.0 !lamassainkg

REAL, PARAMETER:: IG = 0.05 !il momento d'inerzia in kg per m”2
REAL, PARAMETER:: AG = 0.05 !distanza fra cerniera e baricentro in m
REAL, PARAMETER:: g=9.807 !accelerazione gravitazionale

REAL, PARAMETER:: Ra=0.142 !raggio di un pendolo equivalente
Idichiaro il numero di iterazioni, l'intervallo e l'incremento temporale
INTEGER, PARAMETER::n  =10000

REAL, PARAMETER :: delta_t = 4.

REAL ©+h

Iscrivo le subroutine

CONTAINS

SUBROUTINE diagramma (funzione, tempo, stringa, unita, k)

Isezione dichiarativa
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!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro l'array della funzione e quello del tempo
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(0:n-1):: funzione, tempo
!dichiaro la stringa usata per la leggenda

CHARACTER(len=13),INTENT(IN):: stringa
CHARACTER(len=13),INTENT(IN):: unita

!dichiaro il numero di elementi scitti sugli array
INTEGER, INTENT(IN):: k

!dichiaro le variabili locali

Idichiaro il valore massimo e minimo della funzione
REAL:: max, min

Isezione esecutiva

Icalcolo il valore massimo della funzione

max = MAXVAL (funzione(0:k+1))
min = MINVAL (funzione(0:k+1))

limposto il formato del file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') Iscritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichiama alcune impostazioni di default
CALL PAGERA  !traccio un bordo per il piano xy

CALL DUPLX Ifont a doppio spessore

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (700,2700) coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (1700,1300) 'lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('secondi','x') nome delle ascisse

CALL NAME (unita,'y') !nome delle ordinate

CALL LABDIG (3,'x") !chiedo 3 cifre decimali per l'asse x
CALL DASH Itratteggio per gli assi coordinati

linizio, fine, intervallo assi x, y
CALL GRAF (0.0,h*(k+k+k+k+1),0.0,delta_t/10,min-0.5,max+0.5,min,max/10.)

CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio la curva

CALL MYLINE (1,1) Ichiede una linea continua per la curva
CALL CURVE (tempo, funzione, k+k+k+k+1) !traccio lo spazio in funzione del tempo
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limposto il titolo

CALL TITLIN (stringa,1) Iprima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

CALL DISFIN

END SUBROUTINE diagramma

SUBROUTINE reazione (rx, ry, r, tempo, k)

Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro l'array della funzione e quello del tempo
REAL,INTENT(IN),DIMENSION(0:n-1):: rx, ry, r, tempo
!dichiaro il numero di elementi scitti sugli array
INTEGER, INTENT(IN):: k

!dichiaro le variabili locali

!dichiaro la stringa usata per la leggenda
CHARACTER(len=13):: stringa

!dichiaro i valori massimi e minimi delle funzioni rx, ry, r

REAL:: max_rx, max_ry, max_r
REAL:: min_rx, min_ry, min_r

!dichiaro il valore massimo dei massimi e minimo dei minimi

REAL:: max_t
REAL:: min_t

Isezione esecutiva
Icalcolo il valore massimo e minimo delle funzioni

max_rx = MAXVAL (rx(0:k+1))
min_rx = MINVAL (rx(0:k+1))
max_ry = MAXVAL (ry(0:k+1))
min_ry = MINVAL (ry(0:k+1))
max_r = MAXVAL (r(0:k+1))
min_r = MINVAL (r(0:k+1))

Icalcolo il valore massimo dei massimi e il minimo dei minimi

max_t = MAX(max_rx, max_ry, max_r)
min_t = MIN(min_rx, min_ry, min_r)

limposto il formato del file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
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CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp
limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') !scritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichiama alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (900,2700) !coordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (1700,1300)!lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME ('secondi','x") !'nome delle ascisse

CALL NAME ('newton’,'y") 'nome delle ordinate

CALL LABDIG (3,'x") !chiedo 3 cifre decimali per l'asse x
CALL DASH Itratteggio per gli assi coordinati

linizio, fine, intervallo assi x, y
CALL GRAF (0.0,h*(k+k+k+k+1),0.0,delta_t/10,min_t,max_t,min_t,max_t/10)

CALL XAXGIT Itraccio la retta x=0
CALL YAXGIT Itraccio la retta y=0

Itraccio la curva

CALL MYLINE (1,1) Ichiede una linea continua per la curva

CALL CHNCRYV ('line") lusa una linea diversa per ogni curva
CALL CURVE (tempo, rx, k+k+k+k+1) Itraccio rx in funzione del tempo
CALL CURVE (tempo, ry, k+k+k+k+1)  Itraccio ry in funzione del tempo
CALL CURVE (tempo, r, k+k+k+k+1) Itraccio r in funzione del tempo

limposto il titolo

CALL TITLIN ('Reazione',1)  !prima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

limposto la legenda

CALL LEGINI (stringa,3,13) !variabile di carattere, righe, lunghezza
CALL LEGLIN (stringa,'componenete x',1) Iprima riga della legenda
CALL LEGLIN (stringa,'componenete y',2) !seconda riga della legenda
CALL LEGLIN (stringa,'modulo’,3)!terza riga della legenda

CALL LEGTIT ('Legenda') !titolo legenda

CALL LEGEND (stringa,3)!posizine in alto a destra

CALL DISFIN

END SUBROUTINE reazione

SUBROUTINE pendolo (xG, yG, rx, ry, tempo, i)
Isezione dichiarativa
!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro gli array delle coordinate di G e del tempo
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REAL,INTENT(IN),DIMENSION(0:n-1):: XG, yG, rX, ry, tempo
Idichiaro il numero del fotogramma

INTEGER, INTENT(IN):: i

!dichiaro le variabili locali

Istringa usata per la legenda

CHARACTER(len=30)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il tipo di file

CALL METAFL ('"bmp') 'indico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000, 'meter’,'resolution’)!risoluzioneformato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') !scritta nera su fondo bianco

CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA Itraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

CALL MYLINE (1,1) !linea continua
limposto gli assi

CALL AXSPOS (700,2000)
Icoordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (1700,1700)
lunghezza dei due assi in pixel
CALL NAME (‘metri’,'x") Inome delle ascisse
CALL NAME (‘metri',"y") Inome delle ordinate
CALL GRAF (-0.196,0.196,-0.196,0.05,-0.196,0.145,-0.196,.05)
CALL XAXGIT
ltraccio la retta x=0
CALL YAxGIT
Itraccio la retta y=0
CALL DASH
ltratteggio per gli assi coordinati
CALL NAME (‘'metri','x")
Inome delle ascisse
CALL NAME ('metri',"y")
Inome delle ordinate

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Pendolo",1)

Iprima riga del titolo

CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

!disegno il pendolo e la reazione vincolare istante per sitante
Itraccio la circonferenza del pendolo

CALL RLCIRC (xG(i), yG(i), Ra)

Itraccio la cerniera
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CALL RLCIRC (0.,0.,0.01)

Itraccio il vettore che rappresenta la forza peso

CALL RLVEC (xG(i), yG(i), xG(i), yG(i)-m*g/1000.0, 2211)
ltraccio il vettore che rappresenta la reazione vincolare
CALL RLVEC (0., 0.,rx(i)/1000.0, ry(i)/1000.0, 2211)
CALL DISFIN

END SUBROUTINE pendolo

END MODULE mod_ese_14_a
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Dinamica del pendolo triplo

1. 1l quesito. Si consideri un pendolo costituito da tre aste caratterizzate dai seguenti parametri
geometrici e inerziali:
(m,=10kg, I, = 1m, Ig; =—m,l% = 0.833
1.1) 4m3 = 7kg, I3 =0.7m, Ig =—msl3 =0.285
m,=10kg, l, = 1m, Iz = 1—12m4z§ = 0.833

Si assuma che le cerniere in A, B, C siano senza alcun attrito e si ammetta altresi che 1’unica forza
attiva agente sia quella dovuta al campo gravitazionale.
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Si intende inoltre che I, I3, I;4 SONO calcolati rispetto ai rispettivi assi baricentrali ortogonali al
piano del pendolo. Allora si chiede

1.2) diimpostare il problema dinamico attraverso il metodo dei moltiplicatori di Lagrange;
1.3) diintegrarlo per via numerica.

Si assumano le seguenti condizioni iniziali:

rad

(6,(t =0) =—5° 8,(t =0) = 0.0
1.4) !93(1: =0) = —15°, §5(t = 0) = 0.0222
L94(t =0)=-25° 0,(t=0)=0.0

s
rad
s
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2. Richiami di Meccanica Analitica. Riporto qui quella parte della meccanica analitica a cui ci si
puo riferire con il nome di metodologia dei moltiplicatori di Lagrange. Lo scopo di questa
trattazione € quello di rimaneggiare il sistema fondamentale della dinamica in modo da ottenere un
sistema di equazioni differenziali del secondo ordine in cui non siano presenti le reazioni vincolari e
che sia di agevole integrazione per via numerica.

Assegnato un meccanismo piano costituito da n corpi rigidi si assuma per il generico corpo j-mo
che

e F,j, Fyjsono le componenti della risultante della sollecitazione effettiva attiva;

o ng e il momento risultante della sollecitazione effettiva esterna, rispetto al polo G;;

o M};’j e il momento risultante della sollecitazione vincolare, rispetto al polo G;;

e R,;,R,;sono le componenti della risultante della sollecitazione reattiva;

e m; e lamassa,

e Ig; ¢ il momento d’inerzia rispetto all’asse baricentrale ortogonale al piano del meccanismo;
* Xgj,Ygj Soni le coordinate del baricentro;

e 0; ¢ I’'angolo che definisce la rotazione del corpo.

Allora scrivendo il sistema fondamentale della dinamica per ciascun corpo rigido si ha

((Fx1+ Ry = My (trmy 0 07 (%61 Fr1 Ry,

Fy1 + Ry1 = myYgq 0 my O|{Ve1ip=4{Fn}+Rn

ME; + Mg, = 1616, L0 0 Iad( 6, ME, Mg,

Fyz + Ryz = mp¥o m, 0  0171(Xe2 Fyp Ry

2.1) o Fya + Rya = Ma¥ea o L0 my 0 [SVe2p={Fni+{R2
ME, + Mg, = 16,6, L0 0 el {6, M, M¢,

Fen + Ryn = MpXen m, O 01(%en Fen Ryn

Fyn + Ryn = MpYen 0 m, O Yen b = Fyn + Ryn

\ Mgn + Mgn = IGnén \L 0 0 Ignl én Mgn M(‘;/n

Se ora facciamo -per il corpo j-mo- le seguenti posizioni

e [Mj]=]|0 m 0|« matricedelle masse
0 0 I

{6, ={%s; Jo; 0;) « vettore delle derivate seconde delle coordinate

(FY={Fx Fy ML) < vettore delle azioni effettive esterne

T
{Ri}={Rix Ry Mj;} « vettore delle reazioni vincolari

possiamo riscrivere il sistema 2.1 nel seguente modo

M) = R+ RS (] 101 00 70y (N (R
2.2) [Mz]{q2}={F2}+{R2}@ [0] [Mz] [0] {Q2} — {FZ} + {RZ}
MalGd = E3+ Ry L o] o1 .l \Mand WRY R

Facendo ancora le posizioni
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[[Mﬂ [0] [0]]
23) [(my=| 0 Ml - 0]

o] [0 . [Mn]J
{F,}
24) {F} =12}
{Fa}
{R1}
25) {R}= {Rz}
{Ry}
{d413
26) {4} =114}
{Gn}

il sistema 2.2 si scrivera

2.7) MG} = {F} + {R}

3. Metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Vediamo ora come il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange permette di eliminare le reazioni vincolari dalla 2.7. Il lavoro virtuale relativo alla
sollecitazione vincolare per il corpo j-mo si scrive:

ij ij
Mg;) 6

Per il meccanismo complessivo si ha allora
3.2) 716 =0 e {R}-{g}dt =0

Consideriamo adesso le equazioni di vincolo e operiamone uno sviluppo in serie di Taylor del
primo ordine di punto iniziale {g}, essendo questa una configurazione compatibile con i vincoli:

9%

(91(0) = i@ + Zer 5, da; + 0 (daT +da3 + -+ daf)
oY

33)  {¥2(@) =@ + T3, da; + o (VdaT +daf + -+ )

_ oY
V0(@) =, (@ + Tjs 5, da + 0 (Vda] +da + -+ da)

Si pud osservare perd che se {g} € una configurazione compatibile con i vincoli, allora deve
risultare {1 (gq)} = {0}; non solo, se il sistema di spostamenti virtuali € compatibile con i vincoli

deve essere anche vero che {{)(q)} = {0}. Dunque la 2.10 si riscrive
of at Ja3+a3+--+a}
34)  [wglt@)de +{o (VdaZ + daf +-+dai)} = 0 & [w,](a} + d — ) =0
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Al limite per dt — 0 si ha infine

35) [Y,]{d} =0 & [y, ]{gdt = 0 & [h,]{0g} = 0

Operando il partizionamento delle coordinate indicando con {u} quelle dipendenti e con {v} quelle
indipendenti, allora si ha

3.6) [y l{ou}+ [Yy]{0v} =0 & [y, {ou} = —[y,[{ov}

D’altra parte -operando la stessa partizione nel vettore delle reazioni vincolari- la 3.2 puo essere
scritta come segue

37) (RS + RN [} = 0 © (R 8u} = —(R,){6v)

Le 3.6, 3.7 possono essere associate nel seguente sistema lineare

[¥ul L [Iw)
38) {Ru}T] {ou} = {RV}T] {ov}

Si consideri ora che se [y, ] & non singolare allora la matrice a primo membro della 3.8 ha righe

L.D.; in particolare la riga p+1-ma puo essere scritta come combinazione lineare delle altre, ovvero
sussiste la relazione

ou, du, 0wy

oy oy ada}_k(_ﬂz){auu o, a#@}_+_”4_(_lp){awn oy awn}

R} =(-21){—/— — .. —
(R = ( 1){au1 e e ou, du, T Ou,

OVVEro
39) {R," =-"[Yul © {Ry} = —[¥]" {1}
Sostituendo la 3.9 nella 3.7 abbiamo poi
3.10) —{A} [y l{6u} = —{R,}" {6V}
Sostituendo ora la 3.6 nella 3.10 abbiamo
A yyl{ovy = —{R,}T{6v} & (A} [Yy] + {Ry}D{0v} = {0}

Poiché questa relazione deve essere valida per ogni sistema di spostamenti virtuali congruenti,
segue che

311) (] = (R} & {Ry} = —[,]" {1}

Associando le 3.9, 3.11 si ha in fine

312) {5} =~ (" + DA (B = [y, @)

4. Problema dinamico di indice differenziale tre. Sostituendo la 3.12 nella 2.7 abbiamo
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41) M@} + [wg] () = (F)

Pertanto, associando la 4.1 con le equazioni di vincolo, si ottiene il sistema che risolve il problema
dinamico diretto:

.. T
42) gmm+wAm=W}
{Y(q@}=0
5. Partizionamento delle coordinate. Operiamo ora il gia citato partizionamento delle coordinate

(paragrafo 3) nel sistema 4.2. In particolare riordinando la matrice d’inerzia 2.3 secondo tale
partizionamento si ottiene la matrice

« problema di indice dif ferenziale tre

[Mvv] [Mvv]
dove [M*?] = [M"™] = [0] mentre [M“*] contiene sulla diagonale principale i parametri inerziali

relativi alle coordinate dipendenti e [M""] contiene quelli relativi alle coordinate indipendenti. Si
riordina e partiziona anche il vettore 2.4, ponendo

o 1= (1)

Con cio la prima delle 4.2 si scrive

[[M””] [M* ]]{{ }} l[ Pul”
(M) IMPI{E) - [[o]”
(M)} + [l (4} = {E,}
(M7 (D} + [¥,]" {2} = {F,}

Dalla prima si ricavano i moltiplicatori di Lagrange

54) {4} = (WD (RS — [M*){u})

{5
)

5.3) {

che sostituiti nella seconda porgono

55) [M™#} + [l (ulD (RS — M {i}) = {F}

Adesso -per eliminare nella 5.5 le derivate seconde delle coordinate dipendenti- si ripercorra
I’analisi cinematica del secondo ordine con il metodo delle equazioni di vincolo. Per vincoli
indipendenti dal tempo si ha

W(@)} =10} = [g[{g} = {0} = —— [wq] (@} + [yl{ar = (0} =

[d]
=wmm=—[ digy = um=—wmm—[%h}=
=w:ﬁ%](%wwﬂwmmjw+mwmmym
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Aacm.o LA MATRICE M |

¥
[impaneo L= ¢.1. A {ublo), Ivilo) [i3lo), F0]lo), tio)

il 57V FINE
]
h\?
|etcoo L¥9], 0T, %1, THT, %1, £F3 w b04)] -

)
cALcoro {83, A, [l w (<)

INVERTO A l

L4
{mcmo fx3(¢)= A" lb] E buvgue lﬁ(s‘)-[d(ﬂ
.
Ricavo fiil (<) = m]"{g‘g ~[¥u T [%% 1833 [
l' i, ,

L6(ise)ebic)s AL )

Ladlerd)= Lidle) « Lidd4) AL

[ cid) vl (a)+ (V] 0) AL
v

I | Fad(as4) = [wdle) + B 3la) AL

fvi{esa)« ivila) + i {e) At

{u} = =[] ([ l{#} — &1

9 @ = - [(wala@),] @ + [(wal@),] )

Sostituendo la prima delle 5.6 nella 5.5 si ha

[MP1{0} + [o]" (Wl D ({ES + M1 ] ([, 1} - D) = (R} &
< MY} + [l ([Wpul D THES + [P ] (] D~ M ][ ] 7 [ {5} -
—[Yu]" (W] DM [, ] HEY = (R} &

e (M1 + [l (] D M [, ] [, DT} +
Y I" ([N AES — M ][] HED = (R} &

57) (M1 + [, ] (WD M [ ] Y, DT} = [, 1" (] AIM* [ ]} — {ED + (£}

Abbiamo cosi ottenuto il sistema di equazioni differenziali del secondo ordine:
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58) [Al{x} = {b}

dove si sono fatte le posizioni

(T = M+ [ I (] 7 M ]~ ]
4 {x} = (V)
5.9) (b} = [, ]" [ ]") L (IM™ ][]} — {ED) + (F,}

i) = - |([wala)), | 3 — |([waltad), | 3

Per integrare poi numericamente il sistema 5.8 si seguira 1’algoritmo indicato in figura.

6. Applicazione al pendolo triplo. Vediamo ora di calcolare le grandezze 5.9 nel caso del pendolo
triplo qui in esame. Assumiamo come coordinate lagrangiane sovrabbondanti le

61) {q} = {{u}Tl{v}T}T = {xz Y2 X3 Y3 Xz }’4|92 93 94,}T

dove ho indicato anche la partizione scelta fra coordinate dipendenti e indipendenti. La relativa
matrice di inerzia 5.1 si scrive allora

RE! 0 0 0 0 0] [O 0 0]

|0 m;y o 0 0 0| [0 0 O]

|0 o m 0 ¢ OI Io 0 ol

0 0 m 0 0 0 0

62 [M]=|M) [MZZ]]= 0 0 o o m o0 [0 0 oJ
M1 M lo o 0o o o0 md Lo o o
0000 0 O Ie; 00

000 0 0 0 0 I, O

0000 0 O 0 0 Igs

mentre la partizione 6.3 del vettore delle forze si scrive

(B 0
1y
Fox —mg
F. 0
Fzz {Fu} =3 _
{Fu) \75y) | ngl
6.3) {F}= {{F_v}} = 9 ME, r S s k 0 }
Mg, —msg
ME 0
G3
1=f]
\ ), \ 0

Per le equazioni di vincolo si ricava dalla figura che
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!
( Zcosf; — X, )

l, .
EZSIHQZ _yz

6.4) {Y(@)} =

(0

Ls [0]

[, cos O, + - €OS 03 — x3 0
> =

lzsm02+251n93 V3 1(0

0

[, cos O, + l; cos O + %’cos 0, — x4

klz Sin92 + l3 Sin93 +%Sin94 _y4_J

Per gli jacobiani si ha allora

—1 0 0 0 0 0 1

0O -1 0 0 0 0 |
o -] o0 58S

0 0 0 0O -1 0 Jl

Lo 00 0o o -1

—2sin6, 0 0

122 0 0

;COSHZ —1—351n93 0
66) [¥]=|-lpsing, 0

l,cos0, 205 O3 _ligp 0,

—l,sing, —l3sinf;

| lzzcos 922 l3 cos 65 fcos 0. |

Procedo adesso al calcolo di {£} (definito nella seconda delle 5.6). Tuttavia -essendo probabilmente

. . . d oy
pit veloce- calcolo tale vettore nella sua espressione equivalente {¢} = —%{q}. Si ha
[ lz o O 0
—592 cos 0, 0
[0 00 0 0 0 I ; 8
0 00 0 0 O [-26,sin0, ——6,cos0
Alva] _dlyd Wl _lo 0 0 0 0 0! 22 -
dt dt "o o 0 0 0 0] |~kbzcosO, iz, . g
lo 000 0 oJ L6, sing, 2 3Snfs —5bacost,
- —1.6 l, .
0 00O 0O _129.2CO592 l3Q3c?593 _54945“194
l - | —1292 sin 92 _l393 sin 93
1. 0 ] L2 0
——=0,cos6, 0 =6, cos 0, 0
- 529'2 sin 8, —5393 cos 6, 8 6, 5292 sin 6, 5393 cos 6, g 6,
=& =—|_14 ! l 03¢ =|10 ! ! 6
,8, cos 6, 3, . 4, 3 [,6,cos0, 3. . 4 3
. ——=0;sinf; ——0 0 ; . —03sinf; —40 (& ;
—Lbysing, 2 000 T2 0,) | Le,sime, 2 0002 27T,
—1,8, cos 6, —l3Q3 C?S 0; L 6, sin6, 1,0, cos 6, l36.3 C?S 95 2 6, sin 6,
| —1,6,sinp, ~l303sinb; | [1,0,sing, [303sin0s 2

Quindi si conclude che
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L .
( ;292 cos 0, )
L .
;292 sin 8,
. I3 .
1293 cos 0, +—39§ cos 6,
6.7) &} =1 2 b 2

-2 .2 ly
1,0, cos 8, + 1305 cos 05 + ;492 cos 8,

. . I .
\1293 sin 8, + l39§ sin 65 + ;492 sin 6, )

Sostituendo le 6.2, 6.3, 6.5, 6.6, 6.7 nelle 5.9 e sostituendo a sua volta queste nel 5.8 si ottiene il
sistema da integrare con le condizioni iniziali 1.4.

7. 1l codice in Fortran. Per integrare il sistema 5.8 sono state scritte in Fortran le seguenti unita:

e main_ese 14 b ¢ I’unita chiamante la quale si occupa di integrare il sistema 5.8;
e mod_ese 14 b é il modulo, il quale contiene i parametri inerziali e geometrici del problema,
oltre alle seguenti subroutine:
e inverse la quale si occupa di invertire la matrice 4;
e pendolo la quale disegna la configurazione del pendolo per ogni iterazione;
e energie la quale disegna gli andamenti della en. cinetica, potenziale e totale.

Il diagramma di flusso non si discosta -se non in qualche dettaglio- da quello generale indicato nel
paragrafo 5. Si precisa inoltre che

e [Dintegrazione copre un intervallo di 5 secondi;
e si operano n iterazioni, ovvero si e applicato un incremento temporale di 5/n secondi.

Per verificare la bonta dell’incremento temporale h utilizzato per integrare, il sistema 5.8 si puo
ricorrere all’espressione della energia totale del meccanismo, la quale deve conservarsi poiché ci
troviamo in assenza di attrito.

L’energia potenziale del campo gravitazionale é data

T f 2 {—Og} ' gi}dt - f i {—Og} ' {;:z}dt - f i {—Og} ’ {;C/:}dt B

=myg f Y2dt + mzg f ysdt + myg f yadt = g(myy, + mgys + myys) + C

L’energia cinetica ¢ invece data da

1,01 1 11 1
T = Em;sz + Elazez + §m3vG3 + EIG303 + §m4v64 +§IG464 =

= E(mzvéz + M3vds + Myvi, + 16,07 + 15302 + 1(;492)
Dunque I’energia totale del sistema ¢ data da

7.1)  E=1+T=g(myy, + mays + myys) +%(mzvc2;2 +maVEs + MyvG, + 6263 + 16363 + 15467)
245



dove la costante additiva arbitraria C € stata posta pari a zero. Ebbene per un numero di iterazioni

72) n=3000=>h=1.666-103s

Legsnda

e. cinetica
e e. potanziale
Energte | e. totale

joule
1

SN
: b =i
1
R AR ERER R RS LS S e

|
w
Fa
o
o
|
T

A
0,000 3,500 1,000 1.500 2,000 2,500 3,000 3.500 4.000 4.500 5.000
secondi

le energie cinetica, potenziale gravitazionale e totale hanno gli andamenti indicati in figura. Si vede
quanto tenda ad aumentare -al progredire del numero di iterazione- I’energia totale. Sembra dunque
opportuno aumentare il numero di iterazioni.

Legsenda

e. cinetica
e e. poteanzials
Energe | e e. totale

291? _l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2621+
232.6
203.0 4
173.4 o
1432.9
14.3 -
84.8 4
55.2
25,7 1
—3.9 4
—33.5
—63.0 =
—-92.6 4
—122.14
—151.F o
—181.3 4
—210.8 o
—240.4
—269.9
—299.5 1
—328.0 .
—358.6 T T | T T T T T o T T T T T T T T T T
0.000 2,500 1.000 1500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000 4.500 5.000
secondi

joule
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Attraverso 1’analisi grafica qui proposta si scopre che I’energia totale comincia a stabilizzarsi per un
numero di iterazioni

73) n=8000=h=0.625-10"3s

in corrispondenza si ha I’andamento delle energie indicato in figura. Se si plotta un fotogramma
ogni 10 iterazioni si ha un fotogramma ogni h- 10 = 0.625 - 107 2s; se poi si usa un tempo di

riproduzione del filmato di 0.06s si ha un’animazione rallentata di un fattore % -1072 = 9.6.

8. Codice della unita chiamante.

PROGRAM main_ese_14_b

USE DISLIN llibreria grafica
USE mod_ese_14_b !il modulo

Isezione dichiarativa
IMPLICIT NONE
Idichiaro gli array dgli angoli e delle loro derivate

REAL(KIND=8),DIMENSION(0:n-1):: theta2, theta2_p, thetaZ_p_p
REAL(KIND=8),DIMENSION(0:n-1):: theta3, theta3_p, theta3_p_p
REAL(KIND=8),DIMENSION(0:n-1):: theta4, theta4_p, theta4_p_p

!dichiaro gli array delle coordinate dipendenti

REAL(KIND=8),DIMENSION(0:n-1):: x2, y2, x2_p, y2_p, X2_p_p, y2_p_p
REAL(KIND=8),DIMENSION(0:n-1):: x3, y3, x3_p, y3_p, X3_p_p, y3_p_p
REAL(KIND=8),DIMENSION(0:n-1):: x4, y4, x4_p, y4_p, x4_p_p, y4_p_p

Idichiaro gli array delle variabili dipendenti e indipendenti

REAL(KIND=8),DIMENSION(6,0:n-1):: u, u_p, u_p_p
REAL(KIND=8),DIMENSION(3,0:n-1):: v, v_p, V_p_p

Idichiaro i jacobiani

REAL(KIND=8), DIMENSION(6,6):: psi_u, inv_psi_u
REAL(KIND=8), DIMENSION(6,3):: psi_v

!dichiaro alcune matrici usate nel seguito
REAL(KIND=8), DIMENSION(6,6):: t_inv_psi_u
REAL(KIND=8), DIMENSION(3,6):: t_psi_v
REAL(KIND=8), DIMENSION(3,6):: t_molt
REAL(KIND=8), DIMENSION(6,6):: m_molt

!dichiaro gli array delle forze

REAL(KIND=8),DIMENSION(6):: Fu
REAL(KIND=8),DIMENSION(3):: Fv

!dichiaro le matrici di inerzia
REAL(KIND=8),DIMENSION(6,6):: Muu
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REAL(KIND=8),DIMENSION(3,3):: Mvv

!dichiaro i momenti di inerzia delle aste

REAL:: IG2,1G3,1G4 !i momenti d'inerzia in kg per m”2
!dichiaro gli array del sistema risolvente
REAL(KIND=8),DIMENSION(3,3):: A, inv_A
REAL(KIND=8),DIMENSION(3):: b, b1, b2
REAL(KIND=8),DIMENSION(3):: x
REAL(KIND=8),DIMENSION(6):: csi

!dichiaro l'array del tempo

REAL(KIND=4), DIMENSION(0:n-1):: tempo

Idichiaro l'array della energia cinetica, potenziale e totale
REAL(KIND=4), DIMENSION(0:n-1):: T2, T_3, T 4, T, P, E
Idichiaro l'indice del ciclo

INTEGER:: i

lindico una stringa che uso per chiudere il programma
CHARACTER(len=10):: chiusura

Isezione esecutiva

Icalcolo h

h = intervallo/REAL(n-1)

WRITE(**) h

Icalcolo i momenti di inerzia

1G2 = (1/12)*m2*12**2

1G3 = (1/12)*m3*13**2

1G4 = (1/12)*m4*14**2

linizializzo il vettore delle forze

Fu(1) =0.

Fu(2) = (-1.)*m2*g

Fu(3) =0.

Fu(4) = (-1.)*m3*g

Fu(5) =0.

Fu(6) = (-1.)*m4*g

Fv =0.

linizializzo le matrici d'inerzia

Muu =0.

Muu(1,1) = m2

Muu(2,2) = m2
Muu(3,3) = m3
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Muu(4,4) = m3
Muu(5,5) = m4
Muu(6,6) = m4

Mvv =0.

Mvv(1,1) =1G2
Mvv(2,2) =1G3
Mvv(3,3) = 1G4

limpongo le condizioni iniziali

theta2(0) =theta2_zero
theta2_p(0)= theta2_p_zero
theta3(0) =theta3_zero
theta3_p(0)= theta3_p_zero
theta4(0) = theta4_zero
theta4_p(0)= theta4_p_zero

x2(0) = (12/2.)*COS( theta2(0) )

(12/2.)*SIN( theta2(0) )
12+COS( theta2(0) ) + (13/2.)*COS( theta3(0) )
12*SIN( theta2(0) ) + (13/2.)*SIN( theta3(0) )
12*COS( theta2(0) ) +
12*SIN( theta2(0) ) +

y2(0)
x3(0)
y3(0)
x4(0)
y4(0)

x2_p(0) = 0.
y2_p(0) = 0.
x3_p(0) = 0.
y3_p(0) =0.
x4_p(0) = 0.
y4_p(0) =0.

tempo(0) =0.

13*COS( theta3(0) ) + (14/2.)*COS( theta4(0) )
13*SIN( theta3(0) ) + (14/2.)*SIN( theta4(0) )

linizializzo i vettori delle coordinate

u(1,0) =x2(0)
u(2,0) =y2(0)
u(3,0) =x3(0)
u(4,0) =y3(0)
u(5,0) =x4(0)
u(6,0) =y4(0)

v(1,0) = theta2(0)
v(2,0) = theta3(0)
v(3,0) = theta4(0)

Icalcolo lo jacobiano delle u

psi_u=0.

psi_u(1,1) =-1.
psi_u(2,2) =-1.
psi_u(3,3) =-1.
psi_u(4,4) =-1.
psi_u(5,5) =-1.
psi_u(6,6) =-1.

inv_psi_u =psi_u

ciclo: DOi=0,n-1,1
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Icalcolo lo jacobiano di v
psiv =0.

psi_v(1,1) = (-1.)*(12/2.)*SIN(theta2(i))
psi_v(2,1) = (12/2.)*COS(theta2(i))
psi_v(3,1) = (-1.)*12*SIN(theta2(i))
psi_v(4,1) = 12*COS(theta2(i))
psi_v(5,1) = (-1.)*I2*SIN(theta2(i))
psi_v(6,1) = 12*COS(theta2(i))

psi_v(3,2) = (-1.)*(13/2.)*SIN(theta3(i))
psi_v(4,2) = (13/2.)*COS(theta3(i))
psi_v(5,2) = (-1.)*13*SIN(theta3(i))
psi_v(6,2) =13*COS(theta3(i))

psi_v(5,3) = (-1.)*(14/2.)*SIN(theta4(i))
psi_v(6,3) = (14/2.)*COS(theta4(i))

Icalcolo csi

csi(1) = (12/2.)*(theta2_p(i)**2)*COS(theta2(i))

csi(2) = (12/2.)*(theta2_p(i)**2)*SIN(theta2(i))

csi(3) = 12*(theta2_p(i)**2)*COS(theta2(i)) + (13/2.)*(theta3_p(i)**2)*COS(theta3(i))
csi(4) = 12*(theta2_p(i)**2)*SIN(theta2(i)) + (13/2.)*(theta3_p(i)**2)*SIN(theta3(i))

csi(5) = 12*(theta2_p(i)**2)*COS(theta2(i)) + 13*(theta3_p(i)**2)*COS(theta3(i))
(14/2.)*(theta4_p(i)**2)*COS(theta4(i))
csi(6) = 12*(theta2_p(i)**2)*SIN(theta2(i)) + 13*(theta3_p(i)**2)*SIN(theta3(i))

(14/2.)*(theta4_p(i)**2)*SIN(theta4(i))
Icalcolo b
t_psiv =TRANSPOSE(psi_v)
t_inv_psi_u = TRANSPOSE(inv_psi_u)
t_molt =MATMUL(t_psi_v,t_inv_psi_u)
m_molt =MATMUL(Muu,inv_psi_u)
bl = MATMUL(t_molt, MATMUL (m_molt,csi))
b2 = MATMUL(t_molt,Fu)
b=bl-b2+Fv
Icalcolo A
A =Mvv + MATMUL( t_molt, MATMUL(m_molt,psi_v) )
Icalcolo l'inversa di A
CALL inverse(A,inv_A,3)
Icalcolo x
x = MATMUL(inv_A,b)

Icalcolo le derivate seconde delle v e delle u

v_p_p(:i) =x
u_p_p(:,i) = MATMUL( (-1.)*inv_psi_u,( MATMUL(psi_v,v_p_p(:i)) - csi) )
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lincremento il tempo
tempo(i+1) = tempo(i) + h
lintegro una volta

u_p(:i+1) = u_p(:i) + u_p_p(:,i)*h
v_p(:,i+1) = v_p(:i) + v_p_p(:,i)*h

lintegro un'altra volta

u(5i+1) = u(i) + wp(:i)*h
v(5i+1) = v(5i) + v_p(,i)*h

IWRITE(**) i, u(:,i), v(:,i)
lassegno i valori alle coordinate lagrangiane

x2(i+1) = u(1,i+1)
y2(i+1) =u(2,i+1)
x3(i+1) = u(3,i+1)
y3(i+1) =u(4,i+1)
x4(i+1) = u(5,i+1)
y4(i+1) =u(6,i+1)

x2_p(i+1) =u_p(1,i+1)
y2_p(i+1) =u_p(2,i+1)
x3_p(i+1) =u_p(3,i+1)
y3_p(i+1) =u_p(4,i+1)
x4_p(i+1) =u_p(5,i+1)
y4_p(i+1) =u_p(6,i+1)
theta2(i+1) = v(1,i+1)
theta3(i+1) = v(2,i+1)
theta4(i+1) = v(3,i+1)
thetaZ_p(i+1) = v_p(1,i+1)
theta3_p(i+1) = v_p(2,i+1)
theta4_p(i+1) = v_p(3,i+1)

Icalcolo I'energia cinetica

T_2(i) = (0.5)*( m2*( (x2_p(i)**2) + (y2_p(i)**2) ) + IG2*theta2_p(i)**2)
T_3(i) = (0.5)*( m3*( (x3_p(i)**2) + (y3_p(i)**2) ) + IG3*theta3_p(i)**2)
T_4(i) = (0.5)*( m4*( (x4_p(i)**2) + (y4_p(i)**2) ) + IG4*thetad_p(i)**2)
T(i) =T_2(i) + T_3(i) + T_4(i)

Icalcolo I'energia potenziale gravitazionale

P(i) = g*( m2*y2(i) + m3*y3(i) + m4*y4(i) )

Icalcolo 'energia totale

E@i) =T(@) + P(i)

WRITE(**) E(i)

END DO ciclo
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Idisegno i fotogrammi del pendolo

fotogrammi: DOi=0,n-1,1

CALL pendolo (x2,y2, X3, y3, x4, y4, theta2, theta3, theta4,i)

END DO fotogrammi

Idisegno I'andamento delle energie

CALL energie (T, P, E, tempo)

lcomando di chiusura

WRITE (*,*)"Per chiudere il programma premi una lettera qualunque.’

WRITE (**)"Tutti i dati andranno persi."

READ (**) chiusura
STOP

END PROGRAM main_ese_14_b
9. Codice del modulo.

MODULE mod_ese_14_b
Isezione dichiarativa

IMPLICIT NONE

Idichiaro i parametri inerziali e geometrici del pendolo

REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::

!dichiaro le condizioni iniziali

REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::

REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::
REAL(KIND=8), PARAMETER::

m2=10.0 !le masseinkg

m3= 7.0

m4 =10.0

12= 1.0 !lelunghezze

13=10.7

14=1.0

g=9.807 laccelerazione gravitazionale

pi = 3.1415 luna approssimazione del pi greco

theta2_zero = (-5)*(pi/180)
theta3_zero = (-15)*(pi/180)
theta4_zero = (-25)*(pi/180)

thetaZ_p_zero = 0.
theta3_p_zero = 0.
theta4_p_zero = 0.

!dichiaro il numero di iterazioni, l'intervallo e l'incremento temporale

INTEGER, PARAMETER:: n
REAL(KIND=8), PARAMETER
REAL(KIND=8) :h

Iscrivo le subroutine

=8000
:rintervallo = 5.
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CONTAINS

! Inverse matrix
! Method: Based on Doolittle LU factorization for Ax=b
! Alex G. December 2009

'a(n,n) - array of coefficients for matrix A
!n -dimension

! output...

! ¢(n,n) - inverse matrix of A

! comments ...

! the original matrix a(n,n) will be destroyed
! during the calculation

implicit none

integer n

double precision a(n,n), c(n,n)

double precision L(n,n), U(n,n), b(n), d(n), x(n)
double precision coeff

integeri, j, k

I step 0: initialization for matrices L and U and b

! Fortran 90/95 aloows such operations on matrices
L=0.0

U=0.0

b=0.0

I step 1: forward elimination
do k=1, n-1
do i=k+1,n
coeff=a(ik)/a(kk)
L(i,k) = coeff

doj=k+1,n
a(ij) = a(i,j)-coeft*a(k,j)
end do
end do
end do

! Step 2: prepare L and U matrices
! L matrix is a matrix of the elimination coefficient
! + the diagonal elements are 1.0
doi=1,n

L(i,i) = 1.0
end do
!' U matrix is the upper triangular part of A
doj=1,n

doi=1,j

U(i,) = a(i)

end do

end do

I Step 3: compute columns of the inverse matrix C
do k=1,n

b(k)=1.0

d(1) =b(1)
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! Step 3a: Solve Ld=b using the forward substitution
doi=2,n
d(i)=b(i)
doj=1,i-1
d(i) = d(i) - L(i.j)*d()
end do
end do
! Step 3b: Solve Ux=d using the back substitution
x(n)=d(n)/U(n,n)
doi=n-1,1,-1
x(1) = d(i)
do j=n,i+1,-1
x(1)=x(1)-U(1,))*x()
end do
x(1) = x(i)/u(i,i)
end do
! Step 3c: fill the solutions x(n) into column k of C
doi=1n
c(i,k) = x(i)
end do
b(k)=0.0
end do
end subroutine inverse

SUBROUTINE pendolo (x2, y2, x3, y3, x4, y4, theta2, theta3, theta4, i)
Isezione dichiarativa

!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro gli array delle coordinate
REAL(KIND=8),INTENT(IN),DIMENSION(0:n-1):: X2, y2, X3, y3, x4, y4, theta2, theta3, theta4
Idichiaro il numero del fotogramma

INTEGER, INTENT(IN):: i

!dichiaro le variabili locali

Icoordinate degli estremi delle aste

REAL(KIND=4):: xB, yB, xC, yC, xD, yD

Istringa usata per la legenda

CHARACTER(len=30)::stringa

Isezione esecutiva

limposto il tipo di file

CALL METAFL ('bmp") lindico il formato dell'output
CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution") Irisoluzioneformato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers') !scritta nera su fondo bianco
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CALL DISINI Irichaima alcune impostazioni di default
CALL PAGERA ltraccio un bordo per il piano xy
CALL DUPLX !font a doppio spessore

limposto gli assi

CALL AXSPOS (300,1800) Icoordinate angolo basso sinistra
CALL AXSLEN (2000,2000) lunghezza dei due assi in pixel

CALL NAME (‘'metri','x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘'metri','y") Inome delle ordinate

CALL GRAF (-2.7,2.7,-2.7,0.4,-2.7,2.7,-2.7,0.4) limposto gli estremi degli assi e l'intervallo
CALL XAXGIT ltraccio la retta x=0

CALL YAXGIT ltraccio la retta y=0

CALL NAME (‘'metri’,'x") Inome delle ascisse

CALL NAME (‘'metri','y") Inome delle ordinate

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Pendolo triplo",1) Iprima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra
CALL DASH ltratteggio per gli assi coordinati

CALL LINWID (5) Ispessore delle linee
CALL MYLINE (1,1) !linee continue

lassegno le coordinate dei punti estremi
xB =12*COS( theta2(i) )

yB =12*SIN( theta2(i) )

xC = xB +13*COS( theta3(i) )

yC =yB +13*SIN( theta3(i) )

xD = xC + 14*COS( theta4(i) )

yD =yC + 14*SIN( theta4(i) )

!disegno il pendolo e la reazione vincolare istante per sitante
ltraccio le cerniere

CALL RLCIRC (0.,0.,0.06)

CALL RLCIRC (xB,yB,0.06)

CALL RLCIRC (xC,yC,0.06)

ltraccio le barre

CALL RLINE (0., 0., xB, yB)

CALL RLINE (xB, yB, xC, yC)

CALL RLINE (xC, yC, xD, yD)

CALL DISFIN

END SUBROUTINE pendolo

SUBROUTINE energie (T, P, E, tempo)
Isezione dichiarativa
!dichiaro gli argomenti fittizi

!dichiaro l'array della funzione e quello del tempo
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REAL,INTENT(IN),DIMENSION(0:n-1):: T, P, E, tempo

!dichiaro le variabili locali

!dichiaro la stringa usata per la leggenda

CHARACTER(len=13):: stringa

!dichiaro i valori massimi e minimi delle funzioni rx, ry, r

REAL:: max_T, max_P, max_E
REAL:: min_T, min_P, min_E

!dichiaro il valore massimo dei massimi e minimo dei minimi

REAL:: max_tot
REAL:: min_tot

Isezione esecutiva

Icalcolo il valore massimo e minimo delle funzioni

max_T = MAXVAL (T(0:n-1))
min_T = MINVAL (T(0:n-1))
max_P = MAXVAL (P(0:n-1))
min_P = MINVAL (P(0:n-1))
max_E = MAXVAL (E(0:n-1))
min_E = MINVAL (E(0:n-1))

Icalcolo il valore massimo dei massimi e il minimo dei minimi

max_tot = MAX(max_T, max_P, max_E)
min_tot = MIN(min_T, min_P, min_E)

limposto il formato del file

CALL METAFL ('bmp')

lindico il formato dell'output

CALL BMPMOD (25000,'meter’,'resolution’) !risoluzione del formato .bmp

limposto la pagina

CALL SCRMOD ('revers')
CALL DISINI

CALL PAGERA

CALL DUPLX

limposto gli assi x,y

CALL AXSPOS (900,2700)
CALL AXSLEN (1700,1300)
CALL NAME ('secondi’,'x")
CALL NAME (‘joule','y")
CALL LABDIG (3,'x")

linizio, fine, intervallo assi x, y

Iscritta nera su fondo bianco
Irichiama alcune impostazioni di default
ltraccio un bordo per il piano xy
Ifont a doppio spessore

Icoordinate angolo basso sinistra
lunghezza dei due assi in pixel
Inome delle ascisse
Inome delle ordinate
Ichiedo 3 cifre decimali per 'asse x

CALL GRAF (0.0,5.,0.0,5./10.,min_tot,max_tot,min_tot,max_tot/10.)

Itraccio le curve
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CALL CHNCRYV ('line") lusa una linea diversa per ogni curva
CALL CURVE (tempo, T,n)  !traccio rx in funzione del tempo
CALL CURVE (tempo, P,n)  !traccio ry in funzione del tempo
CALL CURVE (tempo, E,n)  !traccior in funzione del tempo

limposto il titolo

CALL TITLIN ("Energie’,1) Iprima riga del titolo
CALL TITLE Istampa il titolo di cui sopra

limposto la legenda
CALL LEGINI (stringa,3,13) Ivariabile di carattere, righe, lunghezza

CALL LEGLIN (stringa,'e. cinetica',1) !prima riga della legenda
CALL LEGLIN (stringa,'e. potenziale',2) !seconda riga della legenda

CALL LEGLIN (stringa,'e. totale',3) lterza riga della legenda

CALL LEGTIT ('Legenda') Ititolo legenda

CALL LEGEND (stringa,3) Iposizine in alto a destra
CALL DISFIN

END SUBROUTINE energie

END MODULE mod_ese_14_b
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